MAT-310: NOTAS DE AULA: REFLEXOES POR RETAS
E REFLEXOES TRANSLADADAS

RICARDO BIANCONI

REsumMmo. Teoria, aplicagoes e exercicios sobre reflexdes por retas,
reflexoes transladadas e classificacdo das isometrias.

1. PRELIMINARES

Vamos comegcar definindo reflexdes por retas. Veremos mais adiante
que com a composi¢ao de até trés delas podemos gerar todas as isome-
trias.

Definicao 1. Dada uma reta s, a reflexao por m é a transformacao do
plano R, definida por:

(a) se P for um ponto de s, entdo Rs(P) = P;
(b) se @ ndo for ponto de s, entdo R (Q) = @', onde Q' estd em
semiplano oposto ao de @ de origem s, QQ' 1 se, se Q —S — ',

com S em s, entdo QS = SQ'.

Proposicao 1. Reflexoes por retas sao isometrias.

Demonstracao. Sejam P e () dois pontos distintos. Consideremos as
véarias posicoes que eles podem ter.

Caso 1. Ambos os pontos estdo em s. Neste caso, Rs(P) = P e
Rs(Q) = Q, ou seja, R, é a identidade, uma isometria, quando restrita
a s.

Caso 2. Somente um dos dois pontos estda em s, P digamos. Sejam
Q' = Rs(Q) e S em s, tal que Q — S —Q'. Por LAL, APSQ = APSQ’
e, portanto PQ) = PQ)’.

Caso 3. Ambos os pontos estao em um mesmo semiplano de origem
s. Sejam P’ = Ry(P), Q' = Rs(Q), e SeT em s, tais que P — 5 — P’
eQ—-T-0Q.

Suponhamos primeiramente que S # T. Por LAL, APST = AP'ST

e, portanto, ATQP = ATQ'P’, do que concluimos que PQ = P'Q".
1
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Se S =T, os pontos P, P, QQ e Q' sdo colineares e a diferenca de
segmentos permite-nos concluir que PQ = P'Q)".

Caso 4. P e () estao em semiplanos opostos de origem s. Sejam
P =Ry(P),Q = Rs(Q),e SeT em s, taisque P-S—P' eQ—-T—-Q'.

Suponhamos primeiramente que S # T. Por LAL, APST = AP'ST
e, portanto, ATQ'P = ATQP’, ou seja, temos que PQ" = P'Q). Dai,
o quadrilatero PQ'QP é um retangulo, ou um trapézio isosceles. Em
ambos os casos, as diagonais sdo congruentes, ou seja, PQ = P'Q)’.

No caso em que S = T argumentamos por soma de segmentos. [

Observacao 1. A definicao deixa claro que os tinicos pontos fixos de
R, sao os pontos de s. As retas invariantes sao s e todas as retas
perpendiculares a s.

Observacao 2. Reflexdes por retas invertem a orientagao das figuras:
se o triangulo AABC' tem seus v’ertices nomeados no sentido anti-
horério, entao sua imagem AA'B'C’ por R, tem seus vértices nomeados
em sentido horario. Translacoes e rotacoes mantém a orientacao de
figuras.

2. COMPOSIGOES DE REFLEXOES

Estudemos primeiramente a composicao de duas reflexoes por retas.
Proposicao 2. Sejam r e s duas retas.

(1) Se r = s, entao Rs; 0 Ry = I, a identidade.

(2) Se r || s, entao R, o Ry = Ty, onde ¥ é o vetor cujo modulo é
|1 7|l = 2dist(r, s) (o dobro da distancia de r a s), sua direcao é
perpendicular as retas e o sentido vai de s a r.

(3) Se r e s forem concorrentes em um ponto O, entdo R, o Ry =
Ro .24, onde o é o angulo agudo ou reto orientado de s a .

Demonstragao. (1) A defini¢ao de reflexdo por reta implica imediata-
mente que R, = R, ou seja, R, o R, = 1I.

(2) Dado o ponto P, sejam P"” = Ry(P)e P' = R,(P"). Comor | s,
os pontos P, P’ e P” estardo numa mesma, reta ¢t perpendicular a r e s.
Sejam H; o semiplano de origem s e nao contendo r, Hs 0 semiplano de
origem r e nao contendo s e Hs a intersecao dos semiplanos de origem
cada uma dessas retas e contendo a outra (Hsz é a regiao entre as duas
retas).
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FIGURA 1. Composicao de reflexbes por duas retas
parralelas e por duas concorrentes. Para cada i €
{07 17 27 3747 5}7 Pi” = RS(B) € Pi/ = RT'<Pi//>'

(3) Pela definigao de reflexao por retas, se O for o ponto comum a
r e s, entdo R.o Rs(O) = O. Seja P outro ponto fixo da composicao,
R, o Ry(P) = P. Se P # O outro ponto, sejam P" = R (P) e P =
RT(P//)
Seja P # O outro ponto e sejam P’ = R,(P) e P' = R.(P").
Como a composicao R, o Ry é uma isometria, o triangulo APOP’
¢ isosceles (com base PP’ e lados OP = OP'). Se P estiver em s,
entdio P” = P e r sera a mediatriz de PP’, que também seré a bissetriz
de POP'. Nesse caso, P’ = Rpaa(P). Se P ndo estiver em s, entdo
APOP" e AP'OP" também serao isosceles (ou P’ = P” se P” estiver
em r). Seja qual for a configuracdo (P’ = P”, ou P # P" e P €
int(P"OP'), ou P’ € int(POP"), ou P" € int(POP")), P' = Rp 24(P).
]

3. REFLEXOES TRANSLADADAS

Reservamos esta Secao para a composicao de uma reflexao por uma
reta e uma translagao por um vetor que tenha componente nao nula
na direcao dessa reta. Aqui surge um novo tipo de isometria.

Consideremos primeiramente o caso em que o vetor é paralelo a reta.
Proposigao 3. Sejam r uma reta e ¥ um vetor nao nulo e paralelo a

reta r. Entao Ty o R, = R, o T; e essa transformacgao nao tem pontos
fixos e r é sua Unica reta invariante.
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Demonstracao. Se P estiver em r, entao T3(P) também estara em r.
Assim, fica claro que r é invariante pela transformacao e que Ty o
R,(P) = R, o T3(P). Se P nao estiver em r, entdo PP'P"P" forma
um retangulo, onde P’ = R, (P), P" = T3(P') e P" = T3(P). Observe
que P" = R,.(P"). Assim, vale a comutatividade, Ty o R, = R, o T.
Fica claro também que a transformacao nao tem pontos fixos.

Seja agora s uma outra reta. Se s || r, entdo sua imagem por F' = Tzo
R, é uma reta s’ no semiplano de origem r e oposto aquele que contém
areta s, ou seja, s # s. Se s L r, entdo sua imagem s’ = F'(s) também
é perpendicular a r, mas deslocada pelo vetor . Nesse caso, s’ # s. Se
s for concorrente com r e forma um angulo agudo orientado medindo
a, com 0 < |a| < /2, entao s’ = F(s) serd uma reta concorrente com
r, mas formando um angulo orientado agudo medindo —«. Nesse caso,
também vale a desigualdade s’ # s. Com isso, mostramos que nenhuma
outra reta distinta de r pode ser invariante pela transformacao. U

A Proposic¢ao mostra que essa transformacao nao pode ser uma sim-
ples reflexao por reta (tem infinitos pontos fixos e infinitas retas invari-
antes), nem uma rotac¢ao (tem um unico ponto fixo) e nem uma simples
translagdo (nenhum ponto fixo e infinitas retas invariantes), ou seja, é
um novo tipo de isometria.

Definicao 2 (Reflexdes Transladadas). Sejam r uma reta e ¢ um vetor
nao nulo e paralelo a reta r. A isometria T30 R, é chamada de reflezdo
transladada. A reta r é o seu eizo.

Observacao 3. Sejam r uma reta e v um vetor nao nulo e paralelo a
reta 7 e w um vetor (ndo nulo) perpendicular a r e seja U = U + .
Sabemos que translagoes comutam entre si, ou seja, Tz 0 Ty = Ty g =
TgoTy. Dai, TzoR, = Tyo(TzoR,) = Tyo R, onde s é a reta Tig/o(r),
que é paralela a r, ou seja, Ty o R, é a reflexao transladada T o R;.

4. REFLEXOES POR RETAS EM COORDENADAS

Consideremos um sistema de coordenadas ortonormal no plano, que
é a escolha de um ponto de referéncia (a origem) e dois eixos perpen-
diculares entre si (na origem) e com réguas calibradas, ou seja, bije¢oes
entre os pontos dos eixos e o conjunto de niimeros reais R, como se faz
na Geometria Analitica.

Observacgao 4. Retas no plano podem ser representadas de (pelo me-
nos) duas maneiras: equagoes em coordenadas e equagdes vetoriais:
ax+by+c =0, ou (z,y) = (z0, yo) +t(u,v), onde (a,b) # (0,0), (zo, yo)
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¢ um ponto qualquer da reta (mas fixo) e (u,v) # (0,0) um vetor para-
lela a reta. Para passar de uma forma a outra é simples: selecione duas
solugbes distintas (o, yo) e (z1,y1) da equagao ax+by+c = 0 e escreva
a equacao (x,y) = (xo,y0) + t(u,v), onde (u,v) = (1 — Zo,¥1 — Yo)
(ou qualquer multiplo ndo nulo dele). No caminho inverso, partimos
da equacao vetorial (z,y) = (zo,yo) + t(u, v) e isolamos ¢ em uma das
equacoes e substituimos na outra. Fica como exercicio mostrar que

ar + by +c= 0 — (xvy) = (:C()ay()) + t(bv _a)u
(z,y) = (w0, %0) +t(u,v) = (=v)x +uy+ (vrg — uy) = 0,

onde (xg, o) € um ponto qualquer da reta.

Proposicao 4. A expressao da reflexao pela reta m de equacao ax +
by + ¢ = 0 em coordenadas é

1 (b* — a*)x — 2aby 2c a
Ri(z,y) = 2 2 ( —2abr + (> =)y ) a2+b2 \ b

Demonstracao. Para a determinacao dessa expressao, & conveniente
trabalharmos com uma equagdo vetorial da reta. Seja (zo,yo) um
ponto da reta, ou seja, axrg + byy + ¢ = 0, cuja equacao vetorial é
(x,y) = (x0,y0) + t(—=b,a).

Consideremos primeiramente o caso em que ¢ = 0 (a reta m contém a
origem (0,0)). Uma equagao vetorial é (z,y) = t(—a,b), com (xo,yp) =
(0,0).

Seja P = (Z,y) um ponto do plano e P’ = R,,(P). Determinemos
suas coordenadas.

Suponhamos que P ndo perteng a reta m (az + by # 0). O ponto P’
estara na reta de equagao (w, z) = (Z,7) + A(a, b), que é perpendicular
a reta m. O ponto @) de intersecao das duas retas tem coordenadas
Q = (b’ — aby, —abx + a*y)/(a® + b*). Para isso, resolva o sistema em
te

bt = T4+ al
+at = G+ bA

Dai, P' = (i) = P+2(Q —P) =2Q — P = ((1* — a¥)7T —
aby, —abT + (a* — b)) /(a® + 1?), ou em forma matricial,

| v —a® —ab T
v ) a?+b2\ —ab a’? — b? Y

Para o caso geral, usamos um truque. Se a reta m contiver o ponto
(x0,Y0), a reta m' = Ty(m) conterd a origem (0,0), onde ¥ =0 — P =
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(—xo, —yo). Representamos, entdo a reflexdo R,, como a composi¢ao
R, =T 30R, oT; Assim,

'\ 1 (b% — a®)x — 2aby 2 a
v )] a2+v2 \ —2abx + (a* — )y 22\ b

Com isso, terminamos a dedugao da férmula. O

Exemplo 1. A reflexdo pela reta m : x = 0 (eixo y) ¢ Ry (z,y) =
(—x,y). Aqui temos a =1, b=c=0.

Exemplo 2. A reflexdo pela retam : y =z (coma =1,b = —1¢e
c=0)é Ry,(x,y) = (y,x).

Exemplo 3. A reflexdo pelaretam:y =2z +1 (coma=2,b=—1
ec=1)¢é

—3r+4y —4 4+ 3y +2
Rm(x,y)=< E : 2 )

Exemplo 4. Determinemos a composicao R,,, o R,,,, onde mi;x =0
e my :y = 0. Temos que para my, a; = 1, by = ¢; = 0, Ry, (s,1) =
(—s,t); para mo, by = 1, as = ¢ = 0, Ry, (z,y) = (z,—y). Dai,
Ry, o Ry, (2,y) = Ry, (2, —y) = (—z,—y), que é a rotacdo de m em
torno da origem.

Exemplo 5. Determinemos a composicao R,,, o R,,,, onde mi;x =0
e mo : y = a. Temos que para my, a1 = 1, by = ¢; = 0, Ry, (s,1) =
(—s,t); para mg, by = 1, by = =1, co = 0, Ry, (z,y) = (y,z). Dai,
Ry, o Ry, (x,y) = Ry, (y,z) = (—y,z), que é a rotacdo de m/2 em
torno da origem.

5. APLICACOES

Exemplo 6. A bissetriz r de um angulo AOB é seu eizo de simetria, ou
seja a imagem do angulo por R, é ele mesmo. A imagem da semirreta

OAé a semirreta OB e vice-versa.

Exercicio 1. Dado o triangulo AABC, as trés (retas) bissetrizes dos
angulos internos encontram-se num mesmo ponto (o incentro). Mos-
tre que a bissetriz do angulo interno em um vértice encontra as duas
bissetrizes dos angulos externos dos outros dois vértices em um mesmo
ponto (um ex-incentro).

Exemplo 7. Dada trés retas distintas r, s e ¢ concorrentes em um
ponto O e um ponto A em r distinto de O, determinemos um tridngulo
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F1GURA 2. O incentro e os trés ex-incentros de um trian-
gulo. As linhas tracejadas sao as retas bissetrizes internas
e as pontilhadas, as externas.

AABC, tal que essas retas sejam bissetrizes dos angulos do triangulo.
Essas bissetrizes podem ser de angulos internos ou externos.

Suporemos o problema resolvido para descobrir qual procedimento
se aplica na solucao deste problema.

A" E

FIGURA 3. Determinacao do triangulo AABC, sendo
que a figura da esquerda indica uma solucao e as outras
duas indicam os casos sem solucoes.

Suponhamos que a reta s seja a bissetriz do angulo no vértice B e t
a do ar<1g_u;o em C. A imagem da reta AB por R, é a reta , que é
areta A'B, onde A’ = R (A), e a imagem da reta ac por R; é a reta
C@ = 8747 onde A” = Ry(A). Dai, a reta % é a reta m Assim,

para descobrirmos os pontos B e C, obtemos as reflexées A" e A” do
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S

'A” e determinamos os pontos B e C pela

eta s e t.

ponto A, tracamos a reta A
intersecao dessa reta com as

—

/

5

Se, por um azar, a reta A’A” contiver o ponto O, comum as trés retas

dadas, o problema nao tera solucao (isso ocorre se OA” L t). Outra
situacdo em que nao haveré solugéo ocorre se a reta A’A” for paralela
asouat (esse & o caso em que r L tour L s, respectivamente —
verifique!).

Portanto, o problema tem solugdo (que é tnica) se, e somente se,

nenhum par de retas entre r, s e t for perpendicular. Nesse caso, cada
par de retas formam um angulo agudo e um obtuso entre si.

FIGURA 4. A esquerda, nenhuma reta passa pelo angulo
agudo formado pelas outras duas. A direita, a reta r
passa pelo angulo agudo formado por s e t.

Se uma das retas passar pelo interior dos angulos agudos formado
pelas outras duas, entao essas ultimas serao bissetrizes dos angulos
externos correspondentes. Digamos que r seja a reta que passa pelo
interior do angulo agudo formado por s e t. Digamos que tal angulo
meca o < 7/2. O angulo A’OA” medira 20 < w. Assim, o ponto O
é externo ao AABC e, portanto, s e t serdo bissetrizes dos angulos
externos em relacdo ao lado BC.

Exercicio 2. Dadas a circunferéncia S de centro O e trés retas r, s
e t concorrentes no ponto O, determine o triangulo AABC' que cir-
cunscreva S (ou seja, S é a circunferéncia inscrita ou ex-inscrita), cujas
bissetrizes sejam as retas r, s e t. Analise as (im)possibilidades de
solugao do problema. [Sugestao: tome um ponto A" # O em r, cons-
trua AA'B'C’, cujas bissetrizes sejam as retas dadas, como no exemplo
acima, e depois trace retas tangentes a S.|
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Exercicio 3. Dadas trés retas distintas r, s e t, concorrentes num
mesmo ponto O, e um ponto L. # O em r, determine o triangulo
AABC, tal que L seja o ponto médio de BC, r, s e t sejam as
mediatrizes dos lados BC, AC e AB, respectivamente. Analise as

(im)possibilidades de solu¢ao do problema. [Sugestao: A reta ¢ =

é a reta perpendicular a r e contendo o ponto L. Ainda nao sabemos
quais sdo os pontos A, B e C, mas sabemos que A = Ry(B) = R,(C);
disso sabemos que o ponto A deve estas nas retas ¢! = Ry({) e (" =

Exercicio 4. Determine quais dessas letras (impressas nessa fonte,
chamada de sans-serif) tém eixo(s) de simetria (sdo invariantes por
reflexdes por retas — essas retas sao os eixos de simetria): A, B, C, D, E,
F.GH ILJLKLMNOPQRST U VW XY, Z Determine

os eixos de simetria das letras que os tiverem.

Exercicio 5. Determine os eixos de simetrias dos poligonos regula-
res. Divida em dois casos: ntumero par de vértices e ntimero impar de
vértices. Estude em particular o pentagono e o hexégono regulares.

Exercicio 6. Mostre que um tridngulo escaleno (os trés lados sdo dois
a dois nao congruentes) ndo tem nenhum eixo de simetria. Mostre que
um triangulo isdsceles nao equildtero tem um dnico eixo de simetria.

Exercicio 7. Determine um triangulo AABC, dados o tamanho AB
da base, o comprimento h de sua altura e a diferenca v das medidas
dos angulos na base (nos vértices A e B). [Sugestdo: Trace ¢ || AB, a
uma distancia h de AB; seja B’ a reflexdo de B pela reta (; o vértice C
estara na reta £ e no arco capaz de angulo 7 —+ e corda AB’. Justifique

essa construcao e também mostre que ¢ é a mediana do vértice C' sobre
o lado AB'.|

Exercicio 8. Determine um triangulo AABC, dados os tamanhos dos
lados AC e BC' e a diferenga vy das medidas dos angulos na base (nos
vértices A e B). [Sugestao: Comparando com o problema anterior,
podemos construir o AACB’; a linha ¢ serd a mediana do vértice C'
sobre o lado AB'.|

Exercicio 9. Determine um quadrilatero ABCD, conhecendo-se os
tamanhos de seus lados e que a diagonal é a bissetriz do angulo BAD.
[Sugestao: supor o problema resolvido; seja B’ = Rypn(B) € @;
construa o triangulo AB'DC, pois sao conhecidos os lados BC' = B'C,
CD e B'D que é a soma ou diferenca de AD e AB’, dependendo da
posicdo de B’ em relacdo a A e D. Com isso pode-se determinar o
vértice A, etc. O que acontece se todos os lados forem iguais?]
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Exercicio 10. Dada a reta £ e dois pontos distintos A e B num mesmo
semiplano de origem ¢, determine o ponto X de ¢ tan que AX+XB = a,
para um valor a > 0 dado. Quais as condicoes sobre a para que existam
solugdes? [Sugestdo: trace a circunferéncia S; de centro A e raio a;
trace a circunferéncia Sy passando por B e B’ = R,(B) e tangente a
S1 — assuma ser possivel essa construcao, pois veremos mais adiante
como fazé-la — o centro de S, é 0 ponto X ]

Exercicio 11. Dada a reta ¢/, uma media a > 0 e dois pontos A e B
em semiplanos opostos de origem ¢, determine pontos M e N em /, tais
que MN = a e AM + MN 4+ NB seja minimo. [Sugestao: use uma
reflexdo transladada.|

Exercicio 12 (Frisos). Determine quais sao as reflexdes e reflexdes
transladadas que deixam invariantes os frisos (os desenhos) da Figura
5. Observe que todas as figuras sao invariantes por certas translagoes
paralelas as retas que delimitam as figuras.

T T T N N N
1L 1 1 / / /

(a) (b)

‘T L I LTI L T T T T TT

LT L T LT L 1L 1 1 1 1

(c) (d)

m
M
M
M

—
o
—
—~
~
-

>

A A A

—
)
=

FIGURA 5. Frisos: o padrao repete-se indefinidamente.

Exercicio 13. Dado o tridngulo AABC, seja H seu ortocentro (o
ponto de encontro das alturas). Mostre que as reflexdes de H pe-
las retas suportes dos lados do triangulo estao todas na circunferéncia
que circunscreve o triangulo. Considere os casos em que o triangulo
seja acutangulo, obtusangulo e retangulo (este ultimo é bem simples).
[Sugestdo: sejam Hy = Rga(H), Hy = Ryp(H) e Hy = Rep(H); se-
jam P € %, Q € j@ e R € 1@ os pés das alturas; mostre que
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m(BflC’) + m(BI:IlC’) = m, o que implica que o quadrilatro ABC'H, é
inscritivel em uma circunferéncia. Veja a Figura 6.]

F1GURA 6. Reflex6es do ortocentro de um triangulo acu-
tangulo e um obtusangulo.

Exercicio 14. Dados trés pontos Hy, Hy e H3 que sao as reflexoes do
ortocentro de um triangulo pelas retas suportes dos seus lados, deter-
mine esse tridngulo (observe que o ortocentro nao foi dado). [Suges-
tao: acompanhe pela Figura 6; observe que o ABH H3 é isosceles e
ABH; = ABH = ABH, e, portanto AHy = AH,.

6. CLASSIFICACAO DAS ISOMETRIAS

Mostremos aqui que uma isometria do plano ou ¢ uma translagao, ou
uma rotagao, ou uma reflexao por reta, ou uma reflexao transladada.

Proposicao 5. Dados os triangulos congruentes AABC = ADEF,
existe uma tunica isometria f do plano, tal que f(A) =D, f(B)=FE e
F(C) = F.

Demonstracao. Suponha que f e g sejam isometrias do plano, tais que
f(A) =D, f(B)=FE e f(C) = F, e também g(A) = D, g(B) = FE e
g(C) = F. Mostremos que h = g~'o f ¢ a identidade. Por causa disso,
podemos supor que f(A) = A, f(B)=Be f(C)=C.

Para isso, usamos o AABC como um referencial para os pontos do
plano. Seja P um ponto do plano. Podemos supor que P # A, B,C e
mostramos que f(P) = P. Seja P’ = f(P).

Se P € jﬁ, ou P € j@, entdo f(P) = P, pois se P' = f(P),
AP = AP, BP=BP e CP =CP.
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SePQ@eP%%,sejamXEﬁeYG%,taisqueﬁ||</_18

e PY I B, ComoXEjﬁeYGj@temosquef(X):Xe
f(Y) =Y. Como isometria preserva paralelismo, se P’ = f(P), entao

< .
P'X | j@ e, como X € P'X, pelo postulado das paralelas (exeiste
uma Unica reta paralela a uma reta dada e contendo um dado ponto

—— ——
fora dela), P'X = PX. Do mesmo modo, obtemos que P'Y = PY.
Portanto, P’ = P.

Assim, mostramos que f é a transformacao identidade. ([l

A demonstracdo da Classificacao das Isometrias a seguir mostra
também que qualquer isometria pode ser expressa como a composi¢ao
de até trés reflexdes por retas (mesmo a identidade: é a composigao de
duas reflexdes pela mesma reta).

Proposigao 6 (Classificagao das Isometrias). Seja f uma isometria do
plano. Entao, ou f é uma translagao, ou uma rotagao, ou uma reflexao
por reta, ou uma reflexao transladada. Mais ainda, toda isometria
pode ser expressa como a composicao de uma, duas ou trés reflexoes
por retas.

Demonstra¢ao. Suponha que f seja uma isometria e que f(A) = A,
f(B)=B"e f(C)= (" para os triangulos AABC = AA'B'C".

Seja g a composicao das isometrias gz o g, 0 g1, onde g; sera a reflexao
pela reta mediatriz de AA, caso A # A’, e a identidade caso A = A’. Se
B = g,(B'), g2 sera a identidade; se B # g, (B’), entdo ou B—A—g,(B’)
e, neste caso, go serd a reflexdo pela mediatriz de Bg;(B’); se A, B e
g1(B’) forem ndo colineares, entao g, sera a reflexdo pela reta bissetriz
do angulo BAg,(B'). Observe que gs 0 g1(A) = A e gy 0 g1(B) = B.
Se g2 0 g1(C") = C, g3 serad a identidade; sendo C' e gy 0 g1(C”) estarao
em semiplanos opostos de origem a reta AB. Dai, g3 serd a reflexao
pela reta AB e g3 0 g9 0 ¢1(C') = C, e também gz o0 gy 0 g1(A") = Ae
g30gaoqi(B') = B.

Como go f(A) =A, go f(B)=Bego f(C)=C, para o AABC,
go f & aidentidade e, portanto f = g~ = g, 0 g2 0 g3 a composicao de
até trés reflexoes por retas, que é ou uma translacao, ou uma rotacao,
ou uma reflexao por reta, ou uma reflexao transladada. 0

Exemplo 8. Determinemos qual é a isometria que mapeia AABC
sobre ANA'B'C' = NABC, onde A = (0,0), B = (5,0), C = (3,4),
A=(22),B =(2,7)eC" =(-2,5).
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Vamos seguir a demonstracao da proposicao e obter a isometria como
composicao de até trés reflexdes por retas e depois determinaremos que
tipo de isometria seréd tal composicao.

Vamos escrever f = g~' = (g30g20¢1)™' = g1 0 g2 0 g3 (lembre-se
que uma reflexdo por reta é a propria inversa).

Para facilitar a leitura, reproduzimos aqui a formula para a reflexao
por uma reta m de equacao ax + by 4+ ¢ = O:

1 (b* — a®)x — 2aby 2c a
Bin(2,y) = a2+ b2 ( —2abz + (a® — b?)y ) a2+ ( b )
A isometria ¢; é a reflexdo pela reta mediatriz de AA’, que é a reta
cuja equacao vetorial é (x,y) = (1,1)+¢(—1, 1), ou, se quiser, y+x—2 =
0(ondea=0b=1ec=—2). Aimagem de A" = (2,2) ¢ A = (0,0);
a imagem de B’ = (2,7) por essa reflexdo é B” = (—5,0), diferente de
B = (5,0); a imagem de C" = (=2,5) é C" = (-3,4).

Como B” — A — B, usamos a reta mediatriz de BB”, de equacio
x = 0, para definirmos g,. Observe que essa reta contém o ponto A
e, portanto, g2(A) = A. Também vale que go(B") = B e ¢2(C") = C.
Dai, g3 serd a identidade e f = g7 o go. As retas que definem ¢; e go
tém o ponto P = (0,2) em comum e elas formam um angulo orientado
(positivamente) de 7/4. Portanto a isometria f é a rotacdo Rpr/o.

Exemplo 9. Determinemos qual é a isometria que mapeia AABC
sobre ANA'B'C' = NABC, onde A = (0,0), B = (5,0), C = (3,4),
A =(0,4), B=(0,—-1) e C" = (—4,1).

A reflexao g; pela mediatriz de AA’ (a reta y —2 = 0, com a = 0,
b=1ec= —2) mapeia B’ em B” = (0,5), e C" em C” = (—4,3). A
reflexiio go serd pela reta bissetriz do angulo BAB”, areta z —y = 0
(coma=1,b=—1ec=0). Dali, g,(A) = A, 2(B") = (5,0) = B
e g2(C") =C" = (3,—4) # C = (3,4). A terceira reflexao, g3, é pela
retay =0 (coma=c=0eb=1), que é a reta AB, donde segue que
gg(A) = A, 93(3) =Be Gg(C’”’) =C.

A isometria f é a composi¢cao g; o g 0 g3. Para determinar essa
isometria, consideremos primeiramente a composi¢ao g, o g3, que é uma
rotacao de 7/2 em torno do ponto A = (0,0), que pode ser escrita
também como hy o hg, onde hy é a reflexao pela reta y = 0 e hz pela
reta x+y = 1. Assim, g;0go0g3 = g1 ohoohs. A composicao giohs ¢ a
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composicao de duas reflexdes por retas paralelas (y = 0 e y = 2), que é
uma translagio pelo vetor v = (0,4) (perpendicular as retas e medindo
o dobro da distancia entre elas. Esse vetor pode ser decomposto como
U =4+ W, onde & = (—2,2) é paralelo areta z +y = 0 e W = (2,2)
é perpendicular a ela. Com isso, temos gy o ho o hy =Tz 0Tgzo hs. A
composicao T,z o hg é a reflexao pelareta ¢ :x+y—1=0.

Portanto, a isometria deste problema é a reflexao transladada Tzo R,.

Exemplo 10. Determinemos qual é a isometria que mapeia AABC
sobre AA'B'C" = ANABC, onde A = (0,0), B = (5,0), C = (3,4),
A'=(-2,2), B =(-2,7T) e C" = (2,5).

A reflexao g; pela mediatriz de AA’ (areta 22 —y+4 =0, com a = 2,
b= —1ec=4)jasatistaz ¢;(B') = B e ¢:(C") = C (e vice-versa).
Assim, a isometria é essa reflexao.

Exercicio 15. Determine que tipo de isometria é f, sabendo-se que

(a) f(0,0) = (Q’O)a f(ov 1) = (1’()) € f(Q’O) = (272);

(b) f(O’O) = (Q’O)a f(O, 1) = (1’0) e (2’0) = (_Qa _2)3
(C) f(0,0) = (4’4)a f(O, 1) = (4’ 5) e (2’ 0) = (274);
(d) f(0,0) =(4,4), f(0,1) = (4,3) e f(2,0) = (2,4);

(e) f(0,0) = (4,4), f(0,1) =(4,3) e f(2,1) = (6,3);

(f) f<070> = (273>> f(l0,0) = (87 _5) e (075) = (676)



