MAT-310: RESOLUCAO DE EXERCICIOS: ROTACOES

RICARDO BIANCONI

Vamos resolver alguns dos exercicios da apostila de rotagoes.

Uma boa estratégia para resolver os problemas é assumir que esteja
resolvido, descobrir as relacoes geométricas pertinentes e, com isso,
descrever como resolver o problema. E preciso ter cuidado para nio
assumir a solucao na resolucao do problema.

Exercicio 10. Mostre que os centros dos quadrados construidos
externamente sobre os lados de um paralelogramo sao os vértices de
um quadrado. [Sugestdo: composi¢ao de rotagoes tendo, pelo menos,
um ponto fixo.]

Solugao bem detalhada: Seja ABC'D um paralelogramo. Para
facilitar as referéncias a ele, assumimos que os vértices sejam nomeados
no sentido horério. Sejam K, L, M, e N os centros dos quadrados sobre
os lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. Acompanhe a Figura
1.

Aplicamos rotacoes centradas nesses pontos, com angulo de 7/2 e
obtemos que A serd um ponto fixo da composicao

F = RNJT/Q o RAI,W/Q o RL,W/Q o RK,W/z,

pOiS B = RKW/Q(A)7 C = RLJI’/Q(B)7 D= RMJ/Q(C) e A= RNJ/Q(D).
Essa composi¢ao tem que ser uma translacao, pois 4 x 7/2 = 2m. Mas
a unica translagdo que tem pontos fixos é a identidade, F(X) = X,
para todo ponto X.

Agora vamos associar essa composicao assim:

F= (RN,W/2 o R]W,F/Q) o (RL,W/z o RK,W/z)-

A composicdo G = (R z/2 © Rk x/2) ¢ uma reflexdo por um ponto O
(pois 2 x /2 = 7) e, como G(A) = C, o ponto O & o ponto médio
da diagonal AC. Do mesmo modo, concluimos que a composicio H =
(RN,x/2 © Rarr/2) € uma reflexao por um ponto O', e como H(B) = D,
O’ é o ponto médio da diagonal BD.
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F1GURA 1. Exercicio 10.

Como ABCD é um paralelogramo, O = O'.

Vamos localizar o ponto O em relacao aos pontos K e L. Aplicamos
a composicdo G = (R x/2 © Rg x/2) no ponto K e obtemos G(K) =
(Rrxj2 © Riry2)(K) = Rpap(K) = K' e O serd também o ponto
médio do segmento KK. O triangulo AK LK’ é retangulo em L, com
LK = LK'.

Agora vamos localizar o ponto O em relacao aos pontos M e N.
Aplicamos a composicao H = (RNJT/Q o RM,W/z) no ponto K e obtemos
H() = (Rnx/20 Run2)(M) = K" e O serd também o ponto médio do
segmento KK'". Com isso, temos que K” = K’. O triangulo AKNK' é
retangulo em N, com NK = NK'. Observe que os tridngulos ALK K’
e ANKK' tém a mesma hipotenusa KK e, portanto LK N K’ serd um
quadrado.

Agora s6 falta mostrar que M = K'.

O mesmo argumento acima, com as devidas trocas de nomes de pon-
tos, mostra que ALMN e ALM'N sao retangulos, isosceles e tém a
mesma hipotenusa LN e, portanbto, LM NM' é um quadrado. Isso
implica que M’ = K e, dai, que M = K’.

Assim, concluimos que K LM N é um quadrado.
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Eercicio 11. Dadas duas retas distintas r e s, concorrentes no ponto
O, e angulo orientado « de r para s, determine o lugar geométrico dos
pontos P do plano, para os quais Rp,(r) = s. [Sugestao: se P # O
for um desses pontos, o que acontece com as retas perpendiculares a r
e a s, passando por P?|

F1GURA 2. Exercicio 11.

Solucao: Acompanhe a Figura 2. A sugestao praticamente resolve
o problema. Seja P # O um ponto, tal que Rp,(r) = s. Sejam
R erelS € s, tais que Lre 1 s. Isometrias preservam
angulos e, portanto, m = Rp,a(ﬁ). Em particular, Rp,(R) = S5,
pois S € sﬂRp,a(ﬁE e R €r. Assim, PR = PS e, portanto, P esta na
bissetriz do angulo orientado medindo m — «v entre r e s (pois o angulo
entre PR e PS deve medir « e ORPS é um quadrilatero convexo —
olhe para seus angulos internos!).

Exercicio 13. Dados um ponto P e trés medidas a,b,c > 0, cons-
truir um triangulo equilatero AABC contendo P em seu interior e tal
que PA = a, PB =be PC = c. [Sugestdo: o vértice A esta na cir-
cunferéncia de centro P e raio a, etc. A solucao parece-se com a do
exercicio 12.

Solugao: Comecemos analisando o problema.
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O problema requer que determinemos os vértices A, B e C' do tri-
angulo equildtero AABC, sujeitos as condigbes PA = a, PB = b e
PC =c,ouseja, AeS,, BeS,eC eSS, onde S, indica a circunfe-
réncia de centro P e raio x, para x = a, b, c. Cada vértice do tridngulo
“enxerga” os outros dois com um angulo de 7/3 ou 60°. Assim, pode-
mos dizer que o vértice B é o resultado da rotagao de C' com centro
em A e angulo (orientado) de @ = £7/3, sendo que o sinal + ou — ¢
determinado pela orientacao dos vértices. Como o vértice C' estd em
Se, sua imagem pela rotacao R4 ., R4,(C), estd na imagem da rotacao
de toda a circunferéncia S., R4, (S;). A tnica restrigdo sobre o vértice
A é que ele pertenca a circunferéncia S,. A simetria do problema deixa
livre a escolha do ponto A € S,,.

Assim, podemos resolver o problema com a construcao descrita a
seguir.

FIGURA 3. Exercicio 13: os triangulos azuis (AAB,C4
e ANAB,C5) foram obtidos com a rotagao RA 4r/3, € 08
vermelhos (AABC, e AABC5) foram obtidos com

a rotagao Ra _r/3.

Escolha um ponto A qualquer na circunferéncia S, de centro P e
raio a. O vértice B estd na circunferéncia S, de centro P e raio b,
e também na imagem da circunferéncia S, de centro P e raio c¢ pela
rotacao R4 /3, ou seja, B € SyNRAo(S.), com o = m/3 ou @ = —m/3.



MAT-310: RESOLUCAO DE EXERCICIOS: ROTACOES 5

Observe que uma rota¢ao de —m/3 também pode servir. Na Figura
3, indicamos as possiveis solucoes com essas duas rotagoes e usando
cada ponto de intersecao.

Esse problema pode ter nenhuma, duas ou quatro solucoes, depen-
dendo da quantidade de pontos em S, N Ra-(S.), o = £7/3.

Exercicio 15. Dado o centro M de um quadrado ABCD a ser
determinado, e dois pontos P € j@ e Qe , determine o quadrado.

Observe que as retas AD e BC ainda sio desconhecidas. [Sugestao: o
que acontece ao rodarmos pelo centro as retas suportes dos lados do
quadrado?]

Solugao: Suponhampos que os vértices de ABCD estejam nomea-
dos no sentido anti-horario. O ponto P’ = Ry ./2(P) deve pertencer

a reta suporte do lado BC, que sera a reta QP'. O que acontece se
P" = Q7 (Observe que se Q) = Ry ~/2(P), entdao Q # Ru,—r/2(P).)

Exercicio 17. Dados dois pontos A e B, uma circunferéncia S de
centro O e uma medida de angulo «, determine os pontos C, D € S,
tais que AC || BD e m(COD) = a. |Sugestdao: se DA’ = Rp o(CA),
entao m(BﬁA’) = a, ou seja, o ponto D enxerga a corda BA’ por um
angulo o]

Solugao: A sugestao dada estd incorreta. A solugao ¢ bem simples.
Analisemos o problema. Suponha que ja tenhamos achado a corda C'D.
Podemos dizer que D = Rp (C). A condicao é que CD || AB. A reta

mediatriz t da corda C'D contém o ponto O e é perpendicular a AB.

Assim, tracamos a reta t L ﬁ, contendo o ponto O, tomamos um
dos pontos M de tN'S e obtemos C' = Ro,_a/2(M) e D = Roa/2(M).

O problema admite duas solu¢oes (ou apenas uma, se a = 7).

Exercicio 19. Seja X = {(z,y) € R? : z,y € Z}. Quais sdo as
rotagoes Ry, tais que Ry o(X) = X7



6 RICARDO BIANCONI

Solugao: As rotagoes mais 0bvias sa0 Rpyr/2, com P € X. Outras
menos 6bvias, s40 Rg nr/2, onde Q = P+ (1/2,1/2), com P € X (os
pontos @ sdo os centros dos quadrados formados pelos pontos de X);
também Ryx = Rk . e Ry, rotagoes de m em torno dos pontos da forma
K =P+(1/2,0) e L= P+ (0,1/2) (os pontos médios dos quadrados
formados pelos pontos de X).

Exercicio 20. Sabemos que é possivel ladrilhar o plano coom he-
xagonos regulares, todos congruentes entre si (lembre-se de um favo de
mel). Quais sdo as rotagdes que deixam tal ladrilhamento invariante?

F1GURA 4. Exercicio 20. Indicamos os centros de rota-
¢Ooes em apenas um dos hexagonos (em vermelho para
realcar).

Solugao: Veja a figura 4. Temos rotagoes de 27w /3 centradas nos
vértices dos hexagonos; rotagoes de 7/3 nos centros dos hexagonos e
rotacoes de m nos pontos médios dos lados dos hexégonos.




