MAT-310: NOTAS DE AULA: ROTACOES

RICARDO BIANCONI

REesumo. Teoria, aplicagoes e exercicios sobre rotagoes.

1. PRELIMINARES

Coletamos os resultados anteriores que precisamos usar aqui. Usa-
mos o simbolo E para denotar conjunto dos pontos do plano euclidiano.

Lembrem-se que uma transla¢g ao 75 pode ser escrita como a com-
posicao de duas reflexdes por pontos Ry; o Ry, onde U é representado
pela flecha 2N M (vou usar essa notagao meio feia para diferenciar a

flecha A?, comecando em A e terminando em B, da semirreta 1@)
Se invertermos a ordem dos pontos, Ry o R);, obtemos a translacao
T 3. Também é claro que (espero!l) se A for um ponto qualquer e
B = Tg/Q(A), entao Tg = RB @) RA.

Lembre-se também que a composicao de uma quantidade impar de

reflex0es por ponto é também uma reflexao por postos, e que M é o
inico ponto fixo de Ryy.

Exercicio 1. Mostre que T30 Ryy o T3 = Ry, onde N = T3(M).
|Sugestao: mostre que tal N é ponto fixo dessa composi¢ao.|

2. ROTAGCOES: TEORIA

Precisamos da definicao de um angulo orientado no plano. Recorde
que um dngulo BAC é o conjunto dos pontos contidos nas semirretas
nao colineares fﬁ e B

Defini¢do 1 (Angulo Orientado). Respire fundo e leia com cuidado.

O dngulo orientado ZBAC' é o par ordenado de semirretas (ﬁ, @)
(elas podem ser colineares e até coincidentes). Dizemos que os angulos
orientados ZBAC e ZEDF tém a mesma orientacao nos trés casos

seguintes:
1
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(a) se as semirretas nao forem colineares, entdo as bases de vetores
(AB, AC) e (DE, DF) terdo a mesma orientaco;

(b) se B— A—C E — D — F (semirretas opostas, que corresponderao
aos angulos de £180°);

(c) se AB = AC ¢ DE = DF (cada par ordenado contém a mesma
semirreta, que corresponderao aos angulos de 0°).

Escolhemos uma orientacao dos angulos como sendo a positiva (por
exemplo, o sentido anti-hordrio, seja 14 o que isso for) e atribuimos
uma medida em radianos (poderia ser qualquer outra unidade, por
exemplo, em graus), de modo que se B — A — C, m(£BAC = m; se
1@ = AC, entao m(£LBAC =0, e se A, B e C nao forem colineares,
m(ZBAC) = a, onde —1 < a < me a # 0, e m(BAC) = |a| (ou
seja, para angulos orientados suas medidas coincidem em moédulo com
ao angulo nao orientado correspondentes).

Definicao 2 (Rotagao). Uma rotagdo centrada em um ponto O e de
angulo orientado (medindo) a é a transformagao do plano denotada
Ro o, tal que:

(a) se a = 0+2nm, entdo Ro o ¢ a transformacao identidade I(P) = P,
para todo P € E.

(b) se & = 7+ 2nm, entao Rp, ¢ a reflexado pelo ponto O, Rp;

(c) se @ = ag + 2nm, com 0 < |ag| < 7, entdo R),(0) = O e se
P # 0O e P' = Rp.(P), entao PO = P'O(medidas de segmentos)
e m(£LPOP') = ap (medida de angulo orientado).

Proposigao 1 (Rotagdes sdo Isometrias). Toda rotacdo Rop, ¢ uma
isometria.

Demonstracao. Precisamos mostrar que dados dois pontos distintos P
e @, se PP=RopnP)eQ = RoaQ), entdo P'Q" = PQ'. Existem
diversas possibilidades de posicionamento dos pontos P, () e O.
Os casos em que O, P e @ sao colineares (P = O, ou Q = O;
P—-0-Q;0—-P—-Q; O—Q— P) ficam como exercicio.
Consideremos o caso em que O, P e () nao sao colineares.

Da defini¢ao temos que OP = OP' e OQ = OQ'. Mostremos que
AOPQ = AOP'(Q'".

A hipoétese da nao colipearidade de O, P e () implica que ou () esta
no interior do angulo POP’, ou em seu exterior. Em ambos os casos,

m(£P'0Q') = m(LPOP') + m(£Q0Q") — m(ZQOP") = m(LPOQ)
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(faga um desenho). Aplicamos LAL e obtemos que AOPQ = AOP'Q)
e, portanto, P'Q)" = PQ. O

Vimos anteriormente que o que caracteriza translagoes e reflexoes
por pontos sao paralelogramos (observe as ordens dos vértices nos dois
casos):

(i) uma transformacao F' é uma translagdo se, e somente se, para
todo par de pontos distintos P e @), PQQ' P’ é um paralelogramo
(onde P' = F(P) e Q' = F(Q))

(ii) uma transformagao F' é uma reflexao por um ponto se, e somente
se, para todo par de pontos distintos P e ), PQP'Q)’ ¢ um para-
lelogramo (onde P’ = F(P) e Q' = F(Q)).

Para as rotagoes temos também uma caracterizagao.

Proposigao 2 (Caracterizagdo de Rotagoes). Uma isometria do plano
F & uma rotacdo Ry, (com o = ag + 2nm e 0 < |ag| < m) se, e
somente se, para todo par de pontos distintos P e @, os segmentos PQ
e P'Q’ estiverem contidos em semirretas NP (ou NQ, se N = P) e

—r T
NP’ (ou NQ', se N = @), para algum ponto N, e m(ZPNP’") = « (ou
m(£ZQNQ') = ap se N = P). Como sempre, P’ = F(P) e Q' = F(Q).

Demonstracao. Observe que como g # 0, F' # I. Assim, existe um
ponto P, tal que P’ # P. Seja M o ponto da mediatriz de PP’ que
encontra o arco capaz do angulo orientado de medida a e corda PP’
Com isso, temos P’ = Rp,(P). Fixemos tal ponto P e tomemo-lo
como referéncia para o que se segue.

Seja (Q um ponto qualquer do plano, com @) # P e Q # M, e seja
Q' =F(Q).

Se M—P—-Q, M—Q—PouP—M-Q, entdo as retas suportes dos
segmentos PQ) e P'Q)' devem encontrar-se no ponto M obtido acima
(exercicio: justifique; lembre-se do arco capaz) e, dai, Q' = Ry (Q).

Suponhamos que M, P e () nao sejam colineares. Acompanhe a
argumentacao pela Figura 1.

As retas suportes dos segmentos % e <13’—C§>’ devem encontrar-se em
um ponto N. Esse ponto deve pertencer ao arco capaz da corda PP’ e
angulo orientado og. O arco capaz de corda QQ’ e mesmo angulo deve
encontrar o primeiro arco capaz em N e em um segundo ponto, que,
pasmem, serd o ponto M.
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FIGURA 1. Devido ao arco capaz da corda MN,
MPN = MP'N e, portanto seus suplementares sao con-

gruentes: MPQ = MP'Q.

Para verificar tal afirmagcao, observe que, se N — P — ) (ou, analo-
gamente, N — Q — P), devido ao arco capaz da corda M N, MPN =
MP'N e, portanto seus suplementares sio congruentes, isto é, MPQ =
MP'Q'. Dai, LAL resolve nosso problema.

O caso em que P — N — @) é mais facil, pois F' é isometria (e, daf
PQ = P'Q’) e arcos capazes mais PM = P'M, novamente LAL resolve
o problema. O

Analisamos a seguir composicoes de rotacgoes.

Exemplo 1. Se os centros das rotacoes forem o mesmo ponto O, entao
a proposicao acima implica diretamente que Rp o 0 Ro s = Ro a5

Exemplo 2. A transformacao inversa da rotagdo Ry, ¢ a rotacao
RM,—a-

Exemplo 3. Consideremos o caso em que O; # Oy. A composicao
F = Ro, o © Ro, o roda um segmento de um angulo a e em seguida
roda de volta com angulo —a, totalizando uma rotacao de angulo 0 do
segmento. No entanto, o resultado nao ¢ a identidade, pois os centros
de rotacdo sdo distintos. O segmento PQ sera levado em um outro
segmento P'Q)’ e a condicdo de angulo implica que PQQ'P’ serd um
paralelogramo. Portanto, F' serd uma translacao, ou especificamente,
a translacio Ty, onde 7 é (representado pela flecha) 0,0}, onde O} =
F(O1) = Ro,.a(01).

Exemplo 4. Seja ' = Rp, o © Ro, -
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Consideremos agora o caso em que O # Oy e o+ 8 # 2nmw. Neste
caso, Ro, o © Ro, 3 = Ros.a+p, onde Oz é determinado da seguinte
maneira. Acompanhe o raciocinio pela Figura 2.

FiGura 2. Composicao de duas rotacoes. Na figura,
a, > 0.

Se a4+ 3 = m+ 2nm, entao O3 é o ponto médio do segmento 0,0},
onde O = F(O3) = Ro, (02).

Se a+f # (2n+ 1)m e o, # 2km para todos n,k € Z, sejam

| = Ro,5(01) = F1(0y) e 04 = F(O3) = Ropa(0y). A imagem
por F' do segmento 020 é o segmento O,0;. Como o dngulo orientado
entre eles difere de (2n+1)7 para todo n € Z, eles nao coincidem e nem
sao paralelos. Isso implica também que os segmentos TO’I e m nao
coincidem e nem sao paralelos e, portanto, suas mediatrizes encontram-
se em um Unico ponto, que serd o centro O3 da rotagao procurada.

Exercicio 2. Mostre que Ry;o 0 T3 = Ry, onde N é o ponto que
satisfaz a equagdo Ry _o(N) = T3(N). |Sugestao: observe que essa
equagcdo significa que N enxerga a cordaMT_z(M) por um angulo a.|

Exercicio 3. Dados o vetor ¥ = (a,b) # (0,0), o angulo «, com 0 <
la| < m e o ponto M, determine o ponto N, tal que Ry 0 Ry = T5.
[Sugestao: o centro N também ¢é o ponto fixo de Ry _o = Ryo 0T 5
verifique esta igualdade.|

Exercicio 4. Mostre que Ty o Ry = Roo. Use o exercicio anterior
para determinar o centro O.

Exercicio 5. Mostre que T 0 Ry 0 T35 = Ry o, onde N = T3(M).
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Observe que o conjunto das rotagoes nao é fechada por composicoes.
Mas, se unirmos a ele o conjunto das translacoes, serd fechado por
composigoes e, portanto tem uma estrutura de grupo. Um subgrupo
do grupo de todas as isometrias.

3. ROTACOES EM COORDENADAS

Escolhemos um sistema de coordenadas do plano com origem um
ponto O e duas retas perpendiculares e contendo a origem, x e y gra-
duadas e orientadas de modo que a orientagdo da base ((1,0),(0,1))
seja positiva. Os detalhes podem ser revisto da disciplina de Geometria
Analitica.

Exemplo 5. Uma translacao em coordenadas tem uma expressao sim-
ples: se U = (a,b), entdo Ty(x,y) = (x + a,y + b).

Exemplo 6. A reflex@o pela origem também tem expressao simples,
R@(xv y) = (—l’, _y)

Exercicio 6. Determine a expressao de Rj/(z,y) em coordenadas,
onde M = (a,b). [Sugestdo: Ry = Ty o Rg o T_z qual é o vetor
v7]

Exercicio 7. Mostre que uma rotacao de angulo o em torno da origem
tem a expressao
Roo(x,y) = (zcosa — ysena, xsen a + y cos av).

Exercicio 8. Determine a expressao de uma rotacao centrada em um
ponto qualquer do plano. |[Use o truque de compor com translagoes,
como no caso da reflexdo por ponto.|

Exemplo 7. Podemos usar notacao matricial para escrever a rotacao
em torno da origem:

Rou(z,y) = cosa —sena r\ [ xcosa—ysena
0.\ Y) = | sena COS (v y )]  \ xsena+ycosa )’
Exercicio 9. Suponha que cosaw = —3/5 e sena = 4/5. Determine as
coordenadas dos vértices do triangulo AA’B'C’, onde A" = Ryrq(A),

B = f—{M’O[(B)7 C' = R]VLQ(C), M = (—2, —5), A= (O, 1), B = (1, 1) €
C =(2,3).

4. ROTAGOES: APLICAGCOES

Algumas aplicacoes podem ser resolvidas mais facilmente com argu-
mentos geoméricos e outras por analiticos.
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Comecemos com um exemplo sofisticado.

Exemplo 8 (Ponto de Fermat-Torricelli). O Ponto de Fermat-Torricel-
li de um triangulo AABC é um ponto F' que minimiza a soma F'A +
FB+ FC'. Observe que tal ponto ndo pode ser externo ao triangulo (a
desigualdade triangular resolve isso).

FiGgura 3

Seja P # A um ponto do plano que nao esteja no exterior do trian-
gulo. Seja a = 7/3 se os vértices do triangulo estiverem nomeados no
sentido anti-horario, e a = —m/3 caso contrario. Sejam C' = R4 ,(C)
e PP = Ryo(P). Dai o tridangulo APAP" ¢ equilatero e, portanto
AP = PP'. Assim, AP+ BP+ CP = PP'+ BP + C'P'. A soma
da direita serd minima se os pontos B P e C’ forem colineares. Se o
segmento BC’ nio for externo ao triangulo AABC, entdo temos um
procedimento para localizar o ponto F' desejado. Se um dos angulos
BAC ou BC' A medir mais que 27/3 (ou 120°), entao BC” sera externo
ao triangulo.

Assim, se todos os angulos do triangulo forem menores que 27/3,
o seguinte procedimento determina o ponto de Fermat-Torricelli. Se
C'" = R4n(C) B = Ra_o(B), o ponto F estd na intersec¢ao dos
segmentos C'B’ e BC". Veja a Figura 4.

Se o angulo em um dos vértices medir 27/3, entdo tal vértice serd o
ponto F. Se o angulo em um dos vértices medir mais que 27/3, entao
tal vértice serda o ponto F'.

Exemplo 9. Dado um triangulo AABC' qualquer, sejam L, M e N os
centros dos tridngulos equilateros AABD, ABCFE e ACAF construi-
dos externamente sobre os lados do tridngulo A ABC), respectivamente.
Entao o triangulo ALMN é equilatero. Acompanhe a argumentacao
com a Figura 3.

Podemos supor que os vértices A, B e C' estao nomeados em sentido
anti-horario. Seja a = 27/3. Assim, B = Ry ,(A), C = Ry.(B)
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F1GURA 4. Ponto de Fermat-Torricelli.

o I/

FiGUuRrA 5. Triangulo com vértices os centros dos trian-
gulos equilateros externos construidos sobre os lados.

e A= Ryno(C). A composicio Rp © Ry © Ry, tem o ponto fixo
A e, portanto, tem que ser a identidade, pois a soma dos angulos é
3 X a = 27 e, portanto, uma translacao. A tunica translacao com ponto
fixo é a identidade.

Para que isso ocorra, deveremos ter Ry _or/3 = Rarox/3 © Ry 2x/3-
Perceba que a comosicao do lado direito é uma rotacao de centro G
e angulo medindo 47/3 = —27/3 + 27, onde o tridngulo AMNG é
equilatero. Veja a Figura 6.

Aqui vao alguns exercicios de aplicacoes de rotacoes.
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M L N’

F1GUurA 6. Composicao de duas rotacoes de angulos me-
dindo 27/3. O quadrilatero N'M NN’ é a metade de um
hexagono regular e, portanto o encontro das mediatrizes
indicadas é o circuncentro da figura, ou seja, ALMN é
equilatero.

Exercicio 10. Mostre que os centros dos quadrados construidos ex-
ternamente sobre os lados de um paralelogramo sao os vértices de um
quadrado. [Sugestao: composi¢ao de rotagbes tendo, pelo menos, um
ponto fixo.|

Definigdo 3 (Angulo Orientado Entre Retas). Dadas duas retas dis-
tintas r e s, concorrentes em um ponto O, dizemos que « (Ja| < 7) é 0
angulo orientado de r para s se Rp(r) = s. Observe que se « for um
angulo orientado de r para s, entao m — o também o serad. Para retas
paralelas ou coincidentes, o angulo orientado entre elas ¢ 0.

Exercicio 11. Dadas duas retas distintas r es, concorrentes no ponto
O, e angulo orientado « de r para s, determine o lugar geométrico dos
pontos P do plano, para os quais Rp,(r) = s. [Sugestao: se P # O
for um desses pontos, o que acontece com as retas perpendiculares a r
e a s, passando por P?|

Exercicio 12. Dadas trés retas paralelas e distintas, r, s e t, como
determinar um triangulo equilatero AABC,com A €r, Bese(C €t?
[Sugestao: quais rotagoes relacionam pares de vértices do triangulo?
Observe que vocé tem a liberdade de escolher um dos vértices, por
exemplo A; dai os outros dependerao deste.|

Exercicio 13. Dados um ponto P e trés medidas a, b, ¢ > 0, construir
um triangulo equilatero AABC' contendo P em seu interior e tal que
PA =a, PB=be PC = c. [Sugestdao: o vértice A esta na circunfe-
réncia de centro P e raio a, etc. A solucao parece-se com a do exercicio
acima. |
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Exercicio 14. Dados os pontos M, ..., M,, para algum n > 3, e
medidas de angulos aq, ..., a,, determine os vértices de um poligono
Ay, ..., A, tais que cada M; forma um triangulo iso6sceles AM; A; A1
(convencionando que A, ;1 seja A;), de bases A;A; 11 e m(Az-MiAiH) =
«;. [Sugestao: achar ponto fixo de uma composi¢ao de rotagoes. |

Exercicio 15. Dado o centro M de um quadrado ABCD a ser de-
terminado, e dois pontos P € AB e (Q € , determine o quadrado.
Observe que as retas AB e BC ainda sio desconhecidas. [Sugestao: o
que acontece ao rodarmos pelo centro as retas suportes dos lados do
quadrado?]

Exercicio 16. Dados trés pontos distintos O, P e (), construir um
triangulo equilatero cujo centro seja O e P e () pertencem a retas
suporte de duas arestas. [Sugestao: com qual angulo o centro O enxerga
um par de vértices?]

Exercicio 17. Dados dois pontos A e B, uma circunferéncia S de
centro O e uma medida de angulo «, determine os pontos C, D € S,
tais que AC || BD e m(COD) = . |Sugestdo: se DA’ = Rp o(CA),
entao m(BﬁA’) = a, ou seja, o ponto D enxerga a corda BA’ por um
angulo o]

Exercicio 18. Seja ABC'D um quadrado de centro O e cujos vértices
estejam listados em sentido positivo (anti-horario). Mostre que R4 /20

RB,7r/2 = Ro.
Exercicio 19. Seja X = {(z,y) € R? : z,y € Z}. Quais sao as
rotacoes Ry, tais que Ry o(X) = X7

Exercicio 20. Sabemos que é possivel ladrilhar o plano coom hexa-
gonos regulares, todos congruentes entre si (lembre-se de um favo de
mel). Quais sdo as rotagdes que deixam tal ladrilhamento invariante?



