SUGESTOES PARA RESOLVER OS EXERCICIOS DE
MAT-310: TRANSLACOES

RICARDO BIANCONI

REsuMO. O objetivo dos exercicios é o uso de transformagoes geo-
meétricas para a resolucao de problemas. Mesmo que eles admitam
outras solugoes que nao usem transformacoes, os exercicios tém
que ser resolvidos com elas.

Aviso Importante: Quase todas as aplicacoes envolvem determinar
um ou mais pontos, sujeitos a restricoes. Por exemplo, se precisamos
achar um ponto P em um conjunto X e um ponto P’ em outro con-
junto Y (que pode ser o proprio X), e que P’ = F(P), para alguma
transformacao F, impomos as condi¢coes que P’ € Y e que também
P € F(X), ou seja, P’ tem que estar em Y, mas também estd na
imagem de X (onde estara o ponto P) pela transformagao F.

Em geral, para descobrirmos qual transformacao resolve o problema,
admitimos o problema resolvido para analisarmos as propriedades ge-
ométricas das figuras devemos utilizar.

1. TRANSLACOES

Nesta segao vamos tratar de alguns dos problemas das paginas 42 e
43 do livro emphUm Estudo Geométrico das Transformagoes Elemen-
tares, de Sérgio Alves e Maria Elisa E. L. Galvao, das Publicagoes do
IMEUSP. Aqueles nao tratados aqui tém solugdo similar a de algum
dos abaixo. A numeracao dos exercicios nao corresponde a do livro.

Exercicio 1. Inscrever em uma dada circunferéncia um retdngulo com
dois lados paralelos e congruentes a um segmento dado.

Analise do problema. Precisamos achar os vértices de um retan-
gulo ABCD, todos pertencentes a uma circunferéncia S dada. Outra
condicdo é que dois de seus lados, digamos AB e C'D, sejam paralelos
e congruentes a um segmento PQ dado. E claro que para o problema
ter solucdo, o segmento PQ ndo pode ser maior ou igual ao diametro
de S. . .

Pensando vetorialmente, as flechas AB e DC' tém que representar o
mesmo vetor 7 da flecha PQ, ou seja, B = T5(A) e C = Ty(B). Dai,
B,C € SNT;(S). Depois, temos que A=T_3(B) e D =T_5C).
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Para os que tiverem diavida sobre a figura ABC'D ser um retangulo,
perceba que ela é um paralelogramo inscrito em uma circunferéncia.

Exercicio 2. Provar que Tyo T 0 (Ty) " = T g, onde A" = T5(A)
e B = Tg(B)

Sugestao: Cuidado, é para mostrar que as expressoes dos dois lados
da igualdade representam a mesma fungao. Observe que ABB'A’ é
um paralelogramo. Assim, se @ é o vetor representado pela flecha
A%, entao ele também é representado pela flecha A'B’. Uma vez que
saibamos isso, podemos argumentar assim:

T"_j ° TA@ © (Tﬁ)il = T17 o Tu7 o (Tﬁ)il - T’L_f o (T'D‘)il o Tu_f = Tu‘}' - TAI_B/y
onde usamos que a composicao de translagoes comutam.

Exercicio 3. Dadas duas circunferéncias S; e So e um segmento M N,
determinar um segmento AB paralelo e congruente com M N, com A €

Sl GBGSQ.

Sugestao: As palavras paralelo e congruente indicam que o seg-
mento M N serve “apenas” para determinar um vetor o, representado
pela flecha MN (ou pela flecha NM, dependendo das posicoes das
circunferéncias). Veja o aviso importante acima.

Exercicio 4. Determinar o lugar geométrico dos pontos do plano cuja
diferenc das distancias a duas retas concorrentes desse plano seja iqual
a um valor dado m.

Solugao: Sejam r e s as duas retas dadas, concorrentes em um ponto
O. A condicao da diferenca das distancias sugerem dois vetores, ¥ e 0,
ambos com modulos ||9]| = ||| = m, com vecv L s e W L r; escolha
um sentido para cada um deles.

Sejam A € rNTy(s), BernNT_z(s), C € sNTg(r)e D € sNT_gz(r).
Entao valem as relagbes A—O—B, C—0O—D edist(A, s) = dist(B, s) =
dist(C,r) = dist(D, r) = m. Esses quatro pontos satisfazem a condigao
de diferenca das distancias.

Agora seja s’ = Ty(s). As retas r e s’ sdo concorrentes no ponto
A e a distangia de qualquer ponto de s’ a s é sempre a mesma, m.

A bissetriz O? (onde E & qualquer ponto dessa bissetriz para definir
a semirreta) de AOC ¢ equidistante de 7 e s e, se B/ = T3(F) entao
a semirreta AE’ é equidistante de r e s. Observe que se P € AFE’,
entdo dist(P, s) = dist(P, ') + dist(s’, s) = dist(P, r) +m. Portanto, os
pontos de AE' satisfazem a condicao de diferenca das distancias.

Os outros pontos do lugar geométrico dever ser ébvios agora.
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FIGURA 1. O lugar geomérico ¢é indicado em preto, a
reta r (e suas transladadas) em vermelho e s (e suas
transladadas) em laranja. Para o ponto P indicado, va-
lem PQ = dist(P,r) = dist(P,T3(s)) = PR e PS =
dist(P,s) = PR+ RS, com RS =m.

Exercicio 5. Dado um angulo ABC, determinar P € jﬁ AONS %7
tais que PQ) = AB ¢ m intercepta % formando um dngulo de 60°.

Sugestao: a solucao aqui segue o aviso importante acima, onde
o conjunto X é a reta AB e Y a reta . O vetor v tem modulo
igual a AB e sua direcao faz 60° com a reta % Cuidado: existem

pelo menos duas possibilidades para tal vetor (qual é a orientagao do
angulo; e também observe que se ¥ serve, entdo —¥ também serve!).

Exercicio 6. Construir um quadrildtero convexro ABCD), sendo dados
0s (tamanhos de) seus lados e a media 0 < o < w/2 entre as retas
suportes dos lados opostos AB e C'D.

Analise: suponha que ja conhecamos o quadrilatero ABCD e seja
C', tal que AC" | DC e AC' = DC. Assim, AC'CD é um parale-
logramo e, dai, as flechas AC" e DC representam o mesmo vetor v.
Observe que teremos C' = T3(D). Como C' pertence a circunferéncia
S1 de centro A e raio AD (este valor é dado) e D & circunferéncia
de centro B e raio BC (também ¢é dado), para achar o ponto C' faca
intersecao So N T3(S;1). Veja a Figura 2.

Exercicio 7. Dadas duas circunferéncias Sy e Sy (de centros Oy e Os,
respectivamente), um comprimento m > 0 e uma reta r, determinar
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F1GURA 2. Os vetores £+ e 9, formam um angulo de
60° com a reta .

uma reta s || v, tal que sN'Sy = {Aq, B1}, sNSy = {Ay, By}, tal que
AlBl + A2B2 =Tm.

Sugestao: Por uma translagdo Ty (a ser determinada), podemos
conectar os dois segmentos, ou seja, fazemos A} = Ty(A;) e B} =
T3(B1) = As, de modo que A] — B} — By ¢ A{By = m. Parte da in-
formacao sobre o vetor ¢ estd contida na reta r dada: sua direcao; o
sentido depende das posigoes das circunferéncias. S6 falta o modulo.
Para descobri-lo, suponhamos o problema resolvido e tracemos as per-
pendiculares O/ M L A\ Bj e OoN L Ay, By, onde O] = T3(0;). Entao
M é o ponto médio da corda A7 B} e N o ponto médio da corda Ay B,.
Portanto, MN = m/2. Seja t L r um reta tal que dist(Os,t) = m/2 e
seja k = dist(O1,t). O modulo de ¥ sera esse k.

Exercicio 8. Dadas duas circunferéncias Sy e Sy (de centros Oy e Oy e
raios p1 € pa, respectivamente) e um ponto A tragar uma reta spassando
por A, com s NSy = {As, Bi}, £ = 1,2, de modo que A1 By = AsBs.

Analise: Seja Tj a translagao (a ser determinada), tal que se S| =
T5(S1) e Se N'S) = {Ag, Bo}, observe que a reta Oy, O] ¢ a mediatriz

da corda AyB,. Em particular, AO;0,0] é um triangulo retangulo,
cuja hipotenusa ¢ 010, (conhecida). Dai o vértice O] do angulo reto
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estd na circunferéncia de diametro a hipotenusa O10,. Sejam T, € Sy

e 11 € S| os pontos de tangéncia das retas jﬁg e AT|. Poténcia de
pontos em relagdo as circunferéncias Sy e S| produz as igualdades:
AT? = AAy ABy = (AT))?. O triangulo AAT]O] é retangulo em 7.
conhecemos o tamanho da hipotenusa AT] = AT, e de um de seus
catetos O1T] = p1. Dai determinamos o tamanho do outro cateto

A0, = \JAT} + p3. O ponto O] esta na circunferéncia de centro A e
raio \/ ATy + p3, etc.

Exercicio 9. Dadas duas cordas AB e CD de uma circunferéncia S,
encontre um ponto X € S, tal que as cordas AX e BX determinem
sobre CD um segmento EF de comprimento dado m.

Analise: Suponha conhecido o ponto Xe, portanto, o segmento EF.
Seja A" = T's.(A). Dai, BFA' = BXA. Use arcos capazes.



