MAT-0331: 1¢ LISTA DE EXERCICIOS

e Para os exercicios a seguir, use os axiomas: 1. Vazio; 2. Extensio-
nalidade; 3. Separacao; 4. Par; 5. Uniao; 6. Partes.

1. Mostre que nao vale a inclusao P(X) C X. [Dica: argumente por
contradigao e use Y ={u € X : u & u}.]

2. Mostre que:

(a) A C B se, e somente se, AN B = A, se, e somente se, AU B = B;
(b) AC BNC se, e somente se, AC Be ACC;

(¢) BUC C A se, e somente se, BC Ae C C A,

(d) A\B=(AUB)\B=A\(ANB),onde A\B={a€ A:a¢ B};
(e) AnNB=A\(A\ B).

3. Dé um contraexemplo a cada uma das afirmacoes:
(a) A\ B= B\ 4;

(b) AN B # A;

(c) AQBUCse, e somente se, A C Bou A C C,
(d) BNC C A se, e somente se, BC Ae C C A.

4. Sejam A e S dois conjuntos, com S # &. Sejam T3 = {Y € P(A) :
AX e S(Y =AnX)}eT, ={Y € P(A) : 3X € S(Y = A\ X)}.
Mostre que

(a) An(US) =UT;

(b) AN(NS) =UTz e A\ (US) =NT>.

5. Mostre que se a,b € A, entao (a,b) € P(P(A)) e que a,b € |J(a,b).
Mostre que se (a,b) = (b,a), entdo a = b.

6. Dadas as relagbes R C A x B e S C B x (C, definimos Dom(R) =
{re A:Jye B((x,y) € R)}, Im(R) ={y € B: 3z € A((x,y) € R)},
R = {(bja) € Bx A: (a,b) € R} e SoR = {(a,c) € AxC :
db € B((a,b) € Re (b,c) € S)};s¢e X CA RX]={be B:3ac
X((a,b) € R)}. Mostre que

(a) dados P,@ C A, mostre que R[P U Q] = R[P]U R[Q)];

(b) R[PNQ] C R[P ] N R[Q] (e que nem sempre a igualdade vale aqui);
(c) [P \ Q] 2 R[P]\ R[Q)] (e que nem sempre a igualdade vale aqui);
(d) RYR[P]] 2 Dom(R)NP,ese Y C B, RIR7'[Y]] 2 3(R)NY (e

que nem sempre a igualdade vale).

7. Mostre que
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(a) AXx B =@ se, esomente se A= ou B =g;
(b) (A*B)x C=(AxC)*(BxC),onde x=n,U,\;
(¢c) Ax (BxC)=(Ax B)*(AxC),onde x =nN,U,\.

8. Seja E C A x A uma relagao de equivaléncia. Mostre que existe o
conjunto Ag das classes de equivaléncia. Indique os axiomas usados.

9. Seja R C A x A uma relagao reflexiva e transitiva: (a,a) € R, e se
(a,b),(b,c) € R, entao (a,c) € R. Mostre que E = {(a,b) € A x A :
(a,b) € Re (b,a) € R} é uma relagdo de equivaléncia. Denotemos [a]g
a classe do elemento a € A. Mostre que (a,a’), (b,0') € E e (a,b) € R,
entao (a',V) € R. Seja Ry C Ap x Ag, tal que ([a]g, [blg) € RE se, e
somente se, (a,b) € R, é uma rela¢ao de ordem (parcial).

e Para os exercicios a seguir, use também o axioma 7. Infinito. Faca
os detalhes necesséarios ao aplicar o PIF e o Teorema da Recursao.

10. Dado n € N, mostre que nao existe £ € N, tal que n < k <n + 1.

11. Mostre que para cada n € N, se n > 0, existe um unico k € N, tal
que n =k + 1.

12. (Indugado Dupla) Seja P(x,y) uma propriedade que satisfaz
Se wvaler P(k,l) para todo k,l € N, tais que k < m, ou
k=m el <n, entio vale P(m,n).
Mostre que, neste caso, P(m,n) valerd, para todos os pares (m,n) €
N x N.

13. Mostre que a soma é associativa: (m+n)+p=m+ (n+p).

14. Faca uma defini¢do recursiva do produto m - n (use a soma, ja
definida) em N e mostre que o produto é comutativo, associativo e
distributivo com a soma: m - (n+p) = (m-n)+ (m - p).

15. Faca uma defini¢do recursiva da exponencial m™ e mostre que
m(n+p) o mn . mp.



