MAT-0331. LISTA 2.

Lembre-se que | X| = |Y| significa que existe uma funcdo bijetora
de X em Y, e que | X| < |V, que existe uma fungao injetora de X em
Y; XY é o conjunto das funcoes de X em Y.

1. Mostre que |[Ax B| = |B x A|, e que se B # &, entao |A| < |A X B|.

2. Mostre que se A # @ e |A| < |B|, entao existe f : B — A sobreje-
tora.

3. Mostre que se f: P(X) — P(X) for crescente ou decrescente (com
a ordem parcial A C B), entdo existe C' € P(X), tal que f(C) = C.
[Dica: seja D = {Y C X : f(Y) C Y}, observe que X € D # &;
mostre que C' =[] D é a resposta.]

4. Mostre que existe Cy C X, tal que se Y C X satisfizer f(Y) =Y
no exercicio anterior, entao Cy C Y.

5. Mostre que se S = {Xj,..., X, e os elementos de S forem dois a
dois disjuntos, entao ||J S| = >"1 | Xi|.

6. Mostre que se X e Y forem finitos, entdo |X| = [X|[¥].

7. Mostre que se n,k € N, com k < n, |X| = k e |Y| = n, entao a
quantidade de fungoes f : X — Y que sao injetoras é n(n —1)...(n —
k4 1) = n!/k! (fatoriais).

8. Mostre que se A # @ for finito e B enumeravel, entao A X B serd
enumeravel.

9. Sejam n € N, n > 0, ¢ A enumerdvel. Mostre que {X € P(A) :
|A| = n} é enumerdvel.

10. Seja A o conjunto de todas as sequéncias s : N — N que sao
progressoes aritméticas. Mostre que |A| = Ny.

Lembre-se que dadas duas ordens lineares (A4, <4) e (B, <gp), sua
soma A @ B é definida como a ordem baseada no conjunto ({0} x A) U
({1} x B), com (0,z) < (1,y), (0,z2) < (0,y) se x <a y, e (1,z) <p
(1,y) se z <p y. O produto A ® B é a ordem baseada em A x B, com
a ordem lexicografica, ou seja, (a,b) < (¢,d) se a <4 ¢, ou a = c e
b<pd.

11. Dé exemplo de duas ordens lineares (A, <4) e (B, <p), tais que

A @ B nao seja isomorfa a B @ A. Faca o mesmo para AR Be B® A.
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12. Mostre que se as duas ordens lineares (A, <4) e (B, <pg) forem bem
ordenadas (todo subconjunto ndo vazio tem minimo), entdo A @& B e
A ® B serao bem ordenadas.

13. Seja (ZN, <) o conjunto das sequéncias de niimeros inteiros com a
ordem lexicografica. Seja F' = {s € Z : existem ng = no(s) € N e
a = a(s) € Z, tais que Vn > ng, s(n) = a}. Seja < a restrigdo de < a
F. Mostre que F' é enumeravel e que (F, <) é uma ordem linear densa
sem extremos.

14. Sejam (A, <) uma ordem linear densa e a,b € A, com a < b.
Mostre (por indugdo em n) que existem xo, ..., z, € A, com a < g <
T << xy < b

15. Exiba exemplos de subconjuntos A C Q, tais que a restricao da
ordem de Q a A, produz uma ordem isomorfa a:

(a) (N, <)@ (N, <);

(b) (N, <)@ (N, <*), onde <* é a ordem invertida;

() (N,<)® (N, <)

Lembre-se que uma lacuna na ordem (A, <) (linear densa) é um
par ordenado (X,Y), tal que X,Y # @, X NY = g; XUY = A;
Ve € X, Vy € Y, x < y; e nao existem max X e nem minY. Por
exemplo, X = {r € Q: 2z <v2}eY ={y € Q: 2 < y} formam
uma lacuna em (@, <). Uma ordem linear densa é completa se todo
subconjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.

16. Mostre que uma ordem linear densa (sem extremidades) é completa
se, e somente se, todo subconjunto nao vazio e limitado inferiormente
tem infimo.

17. Quais sdo as lacunas de (Z, <) ® (R, <)?

18. Se (A, <) e (B, <) forem duas ordens lineares densas completas,
mostre que (A, <) ® (B, <) nao é completa. Qual é seu completamento
(quantos pontos a mais precisam ser adicionados)?

19. Mostre que R\ Q ¢é denso em R.

20. Deé exemplos de duas ordens lineares densas sem extremidades de
mesma cardinalidade nao enumeravel, que nao sejam isomorfas.
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