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Objetivos

@ Apresentar a teoria de extensdo de von Neumann para se estender um
operador simétrico densamente definido num espaco de Hilbert a um
operador autoadjunto.

» Transforma o problema de extensdo num problema equivalente, “mais
simples”, de se estender um operador isométrico a um operador
unitario.

Caracteriza quando um operador tem extens3o, e, se sim, quantas.
Expressdo para todas as extensdes autoadjuntas.



Notacao

@ H: espaco de Hilbert complexo.
o A ® B: soma ortogonal entre subespacos de H.
e A+ B: soma direta.
® se T :D(H) — H & injetor, denotamos por T—! ainversa de
T:D(H)— R(T), Tx = Tx.
> nesse caso, num abuso de notac3o, dizemos que T é invertivel.

e dim: dimensdo de Hilbert de um (sub)espaco de Hilbert.
o T={NeC:|\=1}



Plano

@ Preliminares

» Operadores simétricos, autoadjuntos, isométricos, unitarios e fechaveis.
» Pontos regulares e propriedades dos indices de deficiéncia

@ Transformada de Cayley e Teorema de von Neumann



Operadores simétricos e autoadjuntos

@ Recorde-se que um operador linear T : D(T) — H é dito simétrico se:
(Tx,y) ={y, Tx) Vx,y € D(T). (1)

@ Para um operador S : D(S) — H densamente definido, definimos o
operador adjunto como sendo o operador S* : D(5*) — H, onde:

DH)={yeH:Fze H,(Sx,y) =(x,z) VxeDH)} (2)

e S*y = z. Como visto em aula, S* estd bem-definido e y € D(S*)
sse x — (Sx,y) é continuo.

@ Se S é densamente definido, S é simétrico sse S C S§*. S é dito
autoadjunto se S = §*.



Operadores simétricos e autoadjuntos: fato (til

Fato (1.1)

Seja T : D(T) + H um operador simétrico. Se existe A € C tal que
R(T — M) =H e R(T — Al) é denso em H, entdo T € autoadjunto.
Além disso A\, € p(T).

@ Demonstracdo usa que subconjunto M C H é denso em H sse
M+ = {0}; e relacdo, para operador S densamente definido,

R(S)* = N(S%).



Operadores isométricos e unitarios

e Um operador V : D(V) — H é dito isométrico se:
Vx|l =[x ¥x € D(V) (3)
@ Da identidade de polarizacdo, obtemos que:
(Vx, Vy) = (x,y). (4)
o Um operador ¢ dito unitério se D(V) =R(V)=H e V*= V1

Fato (1.2)

Seja V' : D(V) — H um operador linear. Se V é unitario, entdo V é
isométrico. Por outro lado, se V é isométrico e D(V) = R(V) = H, entio
V' é unitario.




Operadores fechaveis

e Um operador T : D(H) — H é dito fechavel se admite uma extensdo
fechada, i.e. existe C operador linear fechado, T C C.

Lema (1.3)

Um operador A : D(A) — H é fechavel se, e somente se, (0,y) € G(A)
implica que y = 0.

Demonstracao.

"= " se C é extens3do fechada de A, entdo G(A) C G(C) e temos que
(0,y) €G(A) = (0,y) €G(C) = y=C0=0.

" <= " defina D = {x € H : yx, (x,yx) € G(A)} e o operador
C:Dw— H como Cx = yy. C estd bem-definido e G(C) = G(A). O




Operadores fechaveis: extensdo minimal fechada

@ O operador C construido na direcdo “ <= " do teorema anterior é
conhecido como extensdo minimal fechada de um operador fechavel
A, e é denotado por A.

Lema (1.4)
Seja T : D(T) — H um operador linear. Entdo:
@ se T é isométrico, T é fechavel;
@ se T € densamente definido, T* € fechado (e, em particular, se T é
autoadjunto, T é fechado);
© se T é densamente definido, entdo T_é fechavel se, e somente se,
D(T*) é denso em H. Nesse caso, (T)* =T* e T = T**, onde
T — (T*)*, e
Q se T é simétrico e densamente definido, T é fechdvel e T é simétrico.

4 se T simétrico densamentei definido, T g_ T*. Como T* é fechado,
segue que T é fechavel e T C T*. Que T é simétrico segue de (3).



Pontos regulares e indices de deficiéncia
Definicdo (1.5)

Um ndmero complexo A é dito ponto regular de um operador
T : D(H) — H se existir um nimero ¢y > 0 tal que

I(T = ADx|[ = exllx||  Vx € D(H) (5)

@ O conjunto de pontos regulares do operador T é denotado por 7(T).

Definicdo (1.6)

Seja A € 7(T). O subespaco R(T — M)+ é chamado de subespaco de
deficiéncia de T em A e sua dimens3o de Hilbert

d\(T) :== dimR(T — M)+ é chamada de ntimero de deficiéncia de T em
A

@ O indice de deficiéncia acima estd bem-definido, pois o complemento
ortogonal de um conjunto é um subespaco fechado; logo uma base
ortonormal sempre existira.



Pontos regulares e indices de deficiéncia: propriedades

Proposicdo (1.7)

Seja T : D(H) — H, e X € C. Ent3o temos:

Q@ )\ e7(T) se, e somente se, T — Al tem uma inversa limitada definida
em R(T — Al). Nesse caso, ¢, em (5) pode ser tomado como
(T — A~Y|. Em particular, disso segue que p(T) C 7(T).

@ 7(T) é aberto. Em particular, se A\g € 7(T), entdo
{)\ eC: |)\ = )\0| < C)\O} - T('(T)

Proposicdo (1.8; Krasnosel'skii e Krein)

Seja T : D(H) — H um operador fechavel. Entdo d\(T) é constante em
cada componente (conjunto maximal conectado) de 7(T).




Pontos regulares de operadores simétricos
Proposicdo (1.9)
Seja T : D(H) — M um operador simétrico, ent3o:
@ C\RC (7).
@ Se T é densamente definido e \ € 7(T), entdo R(T* — \) = H.

Demonstracao.
Q@ Tome A =a+ (i, a, 8 € R e note que:

I(T = AxI2 = (T = al)x|? + [18x]12 + iB((T — a)x, x)—
—iB(x, (T = a)x) = [I(T = al)x||* + [|Bx]I* > |51 |Ix||?

@ Fixe y € H. Defina funcional linear F, em R(T — \/) por
F,((T — A)x) = (x,y). F, limitado e bem-definido. Teo. de Riesz
na extensdo de F, a fecho do dominio = Jw € R(T — Al),
(x,¥) = F,((T = X)x) = ((T — A)x, w) para todo x € D(T — \/).

Disso concluimos que w € D(T* — M) e (T* = Mu =y.




Operadores simétricos: indices de deficiéncia positivo e
negativo

@ Tendo em vista o primeiro item da Proposicdo anterior e o Teorema
de Krasnosel'skii e Krein, definimos, para um operador simétrico
fechavel, os indices de deficiéncia positivo e negativo como:

di(T)=d;(T) ImA>0

6
d_(T)=4d5(T) ImA<O (©)

@ Note que, se T é simétrico densamente definido, T é fechavel e:
di(T) =dimR(T =Xt =dimN(T* = X) ImA >0 @

d_(T)=dimR(T = M)t =dimN(T* = X\) ImA <0



Férmula de von Neumann e pontos regulares de operadores

autoadjuntos

Proposicdo (1.10; von Neumann)
Seja T um operador simétrico densamente definido. Ent3o:

D(T) =D(T)+N(T* = M)+ N(T* = X))

Proposicdo (1.11)

Seja T um operador autoadjunto em H. S3o equivalentes:
Q@ \ep(T).
Q@ \en(T).
Q@ R(T—X)="H.




Operadores isométricos: indices de deficiéncia interior e
exterior

@ Por fim, consideramos, agora, um operador V : D(V) — H
isométrico. Observe que:

IV = (| = [IVx[F = Al = [ = [ALHIx[] vx e DV) - (9)

donde concluimos que C\ T C «(V).

@ Como um operador isométrico é fechavel, segue pelo Teorema de
Krasnosel'skii e Krein que os indices de os indices:

di(V)=d\(V) |N<1

de(V) = dy(V) |\ >1 (10)

est3o bem-definidos.



Indices interior e exterior: propriedades
Lema (1.13)

Para V : D(V) — H isométrico, sdo validos:
Q d'(V)=dimR(T)".
Q@ dé(V) =dimD(V)*L.
© Se R(I— V) é denso em H, entdo N(I — V) = {0}

Demonstracao.
Q@ di(V)=dy(V)=dimR(T)".
Q@ para 0 < |u| <1, (VI —p)Vx=(I—pV)x = —u(V — p~1)x para
todo x € D(x) =,
dé(V) = d'(V1) =dimR(V 1)t =dimD(V)*
© Considere x € N(I — V). Entdo, para todo u € D(V), temos:
<(I7V)U7X> = <U,X>*<VU,X> = <U,X>*<VU, VX> = <U7X>7<U7X> =0

donde concluimos que x € R(/ — V)* = {0} = x =0.




Transformada de Cayley

Consideramos A € C tal que Im A > 0.

Seja T um operador linear simétrico densamente definido.

Como Im X\ > 0, temos que que A € 7(T), logo (T — /) é invertivel
e podemos definir

Vi = (T =A)(T =Xt D(Vy) =R(T = \) (11)

@ V7 é a transformada de Cayley de T.



Transformada de Cayley: propriedades

Proposicdo (2.1)
Seja VT a transformada de Cayley de um operador simétrico T
densamente definido. Entdo temos:
@ A transformada de Cayley é um operador isométrico em H com
D(VT)=R(T — Al) e R(V1) =R(T — \I).
Q@ R(I-V7)=D(T)e T = (M —AV)(l - V1)~ L.
© T é fechado se, e somente se, V1 é fechado.

@ se S é outro operador simétrico em H, entdo T C S se, e somente se,
Vr C Vs.

Q@ d'(Vr)=d_(T)ed(Vr)=d.(T).




Propriedades da transformada de Cayley: demonstracao |
© Sejam « e [ reais, A = a + i. Entdo temos, para x € D(T),
I(T = a)x £ iBx||* = (T — a)x|* + B x?
Fazendo y := (T — \)x, temos Vry = (T — \)x, e
IVryll = II(T —a)x = ipx|| = [I(T = a)x+iBx|| = (T = A)x|| = |Iy|

@)\ #0e(I-Vr)y=(\—-XNxparay = (T —Xx, x € D(T)
— R(I - V1) =D(T).

D(T) densamente definido + lema anterior — N(/ — V) = {0}.
Assim, (I — V) é invertivel.

Temos que (/ — V1)y = (A — MNxeM=AVr)y=A-NTx =
Tx = (M — AV7)(I — V7)7Ix para x € D(T). Além disso, ambas as
funcdes tém mesmo dominio.



Propriedades da transformada de Cayley: demonstracao Il

@ Notar que A € w(T), Vr isométrica é continua e observar que:
T fechado <= R(T — M) = D(V7) fechado <= V7 fechado

© Imediato da definicdo e do item (2).

@ Pelo lema anterior, obtemos:

d'(Vr) =dimR(V7)t =dimR(T — At =d_(T)

d®(Vr) =dimD(Vy)t =dimR(T — M)+t = dy(T) (12)



Transformada Inversa de Cayley |

@ Procedemos na direcdo contraria.

@ Suponha que V é um operador isométrico em H tal que R(/ — V) é
denso. Sabemos que N(/ — V) = {0}, i.e. (I — V) é invertivel.
Definimos, entdo, o operador:

Ty =W\ =2V -V)t D(Ty)=R(I-V) (13)
que chamamos de transformada inversa de Cayley de V.
Proposicdo (2.2)

Ty é um operador simétrico densamente definido cuja transformada de
Cayley é V.




Transformada Inversa de Cayley I

Demonstracao.
Seja x € D(Ty). Entdo x = (I — V)y para y € D(V), do que obtemos:

(Tvx,x) =(Tv(l = V)y,(I= V)y) = (A= AV)y, (I = V)y) =
= My, ) + MVy, vy) = My, Vy) — My, Vy) =
= 2Re\(y,y) — 2ReA(y, Vy) € R

do que concluimos que Ty é simétrico, pois o espaco de Hilbert é
complexo. Ty é densamente definido por definicido. Segunda parte segue
de manipulacao algébrica. [




Transformacao de Cayley
Teorema (2.3)

A transformacio de Cayley T + Vi = (T — M)(T — X\)~! constitui uma

bijecdo entre o espaco dos operadores simétricos densamente definidos e o
espaco dos operadores isométricos V tais que R(/ — V') é denso. A inversa
da transformacdo de Cayley é dada por V — Ty = (A = AV)(I — V)7L

Coroléario (2.4)

Um operador simétrico densamente definido é autoadjunto se, e somente
se, sua transformada de Cayley VT é unitaria.

Demonstracao.

Usar fatos anteriores para mostrar que T simétrico densamente definido é
autoadjunto sse R(T — Al) = R(T — A\l) = H, i.e. sse a transformada de
Cayley é unitaria. O




Transformacao de Cayley: outros corolarios

Corolario (2.5)

Um operador unitario V' é a transformada de Cayley de um operador
autoadjunto se, e somente se, N (I — V) = {0}.

Coroléario (2.6)

Se um dos indices de deficiéncia d(T) ou d—(T) de um operador
simétrico densamente definido T em H s3o finitos, entdo qualquer
operador simétrico S em H satisfazendo S O T é fechado.

@ Veja o resumo para as demonstracdes desses corolarios.



Um teorema auxiliar

Teorema (2.7)

Seja T um operador simétrico densamente definido em 7. Suponha que
G CN(T*—=\)eG_ CN(T*— Xl so subespacos lineares fechados
de mesma dimensao de Hilbert e U é um operador isométrico entre G e
G_ sabrejetor. Defina:

D(Ty) = D(T) + (I - U)G+ (14)
e considere o operador Ty : D(Ty) — H,
Tu(x+ (I = U)y) = Tx + Ay — AUy. Entdo Ty estd bem-definido, e é
um operador simétrico fechado (densamente definido), tal que T C Ty.

Qualquer extens3do simétrica fechada de T tem essa forma. Além disso,
di(T) = dimi(Tu) +dimG4.




Etapas da demonstracdo do Teorema Auxiliar |

e Como qualquer extensdo fechada C de T satisfaz TCC e
(T)* = T*, supomos, sem perda de generalidade, que T é fechado.

e D(V7) é fechado. Além disso, S O T é simétrica fechada sse
Vs O Vr e D(Vs) é fechada.

@ Notar que Vs é extensdo isométrica de V7 com D(Vs) fechado sse
D(Vs) =D(V1)® Fy, Fy CN(T*=XI), Vs|D(VT) = VT e V5| Fy
é um mapa isométrico sobrejetor de F, em F_ C N(T* — \l), onde
F4 e F_ sdo subespacos fechados de mesma dimens&o de Hilbert.

e Tomar V := V7 @ U. Colocar Ty := (M —AV)(I — V)~1. Notar que:

D(Ty)=R(I-V)=(I-V)D(Vr)®G4) =
= (= Vr)D(Vr)+ (I - U)G, =
=D(T)+ (I - V)G,

onde a soma é direta pois (/ — V) é injetora, e usamos as proposicdes
anteriores.



Etapas da demonstracdo do Teorema Auxiliar I

@ Concluir que T C Ty, com Ty simétrica. Mas disso Ty C T/, C T,
de onde obtemos que:

Tulx+(=U)y)=T"(x+ (- U)y)=T*x+ Ay — AUy (15)

@ Ponto final segue de manipulacdo algébrica.



Teorema de von Neumann

Teorema (2.8; von Neumann)

Um operador simétrico densamente definido possui extensdo autoadjunta
em H, se, e somente se, dy(T) = d_(T). Quando di(T) = d_(T), todas
as extensbes autoadjuntas sdo dadas por Ty do Teorema anterior com

G =N(T*—=X)eG_ =N(T*—Xl), e U um operador isométrico entre
GreG_.

Demonstracao.

Sabemos que S é extens3o autoadjunta de T sse Vs é extensdo unitaria de
V1. Pelo teorema anterior (note que operador autoadjunto é fechado), a
extens3o é unitaria sse G = N(T* — M) e G_ = N(T* — Al) na férmula
do teorema anterior. Logo, a férmula do teorema anterior com essas
escolhas de G, e G_ caracteriza todas as extensdes autoadjuntas. Mas a
existéncia de um operador isométrico sobrejetor (unitario) entre

N(T* = X) e N(T* — M) é equivalente a d\(T) = d_(T). O




Extensao em um espaco maior

Corolario (2.9)

Todo operador simétrico densamente definido admite uma extensdo
autoadjunta definida num espaco (possivelmente) maior.

Demonstracdo.

Defina S :== (T) ® (—T) no espago produto H @ H. Como
S*=T*®(—T*), temos que N (S* £ X\I) = N(S* £ \) @ N(S* F \I).
Mas ent3o, aplicando o Teorema de Von Neumann, S admite extens3o
autoadjuta. Se identificarmos T com o subespaco H x {0}, temos o
resultado desjeado. [

y




Casos possiveis

@ Sed,(T)=d (T)=0, T éa (nica extens3o autoadjunta de T.

@ Se d(T) =d_(T) # 0, existem infinitos operadores unitarios entre
N(T* = X) e N(T* — Al), logo infinitas extensdes autoadjuntas.

© Se di(T)# d_(T), ndo existem extensdes autoadjuntas.



Exemplo |

@ Consideramos o operador fechado simétrico T = —id%, com
D(T) = Hi(a, b) C L?(a, b), onde temos que:

Hi((a, b)) = {f € H(a, b) : f(a) = f(b) = 0}

H(a, b) = {f € AC[a, b] : f' € [?(a,b)} (19)

e AC]a, b] é o conjunto de funcdes absolutamente continuas em [a, b].
e Tome X\ = i. E possivel mostrar que Np; = N(T* —il)=C-e * e
N_i=N(T*+il)=C- €.
@ Vamos caracterizar as extensdes autoadjuntas de T.

o De ||[eP=%|, = ||€¥|l2 = qualquer transformac3o unitéria entre
N e N_; se escreve como o operador linear que satisfaz
U (€21P7%) = we* para algum w € T.



Exemplo Il
@ Vamos dar cara a D(Ty, ). Se f € D(Ty,):
f(x) = fo(x) + a(l — Uy)e™** ™ feHiaecC (17)
em particular, f € H'(a, b) e, como fy(a) = fo(b) = 0, obtemos:

f(b) = z(w)f(a) z(w) = (e* — weP)(e’ — we?)? (18)

@ Na outra direcdo, se f € Hl(a, b) satisfaz a condicdo acima, entdo
colocando a := f(b)(e? — weP)™! e fo(x) := f(x) — a(l — U, )e? b,
obtemos que f € D(Ty, ). Assim. Assim.

D(Ty,) = {f € H(a, b) : f(b) = z(w)f(a)} (19)

Ty f=—i9 (20)
dx



Exemplo IlI

e Se D(T) = HE(0,00), entdo dy(T) # d_(T) e ndo existem
extensdes autoadjuntas (no mesmo espaco).

o Se D(T) = H}(R), entdo d, (T)=d_(T)=0e T é a tnica
extensdo autoadjunta de T. Como T é fechado, segue que T é
autoadjunta.



