MAC5770
Exercicios preliminares

IME-USP, 1/3/2011

Estes exercicios tratam de rudimentos da teoria dos conjuntos e de algumas
outras trivialidades. Se vocé pretende cursar MAC5770 (Introdugédo a Teo-
ria dos Grafos) — veja http://www.ime.usp.br/~pf/mac5770-2011/ —
vocé deveria ser capaz de resolver esta lista de exercicios em meia hora.

1 Conjuntos e seqiiéncias

A seqliéncia cujos elementos sdo a, b e c — nesta ordem — é denotada por ()
(a,b,c) oupor abc.

O conjunto’ (usa-se também o termo colegio) cujos elementos sdo a, b e ¢ é de-

notado por {}
{a,b,c}.
A unido de conjuntos X e Y é denotada por X UY. A intersecdo de X e Y ¢ Xuy
denotada por X NY. A diferenga entre X e Y é denotada por xXny
X-Y
X—-Y oupor X\Y. XY
Um conjunto X é disjunto de um conjunto Y se X NY = 0. disjunto

Exercicio 1.1 Quais das afirmagdes abaixo sdo verdadeiras? Por que?
{1,2,3} ={3,1,2} (1,2,3) = (3,1,2)
{1,2,2,3} = {1,2,3} (1,2,2,3) = (1,2,3)

{1,2,3} = (1,2,3)

! Loterias como a Sena sorteiam um conjunto de ntimeros: qualquer pessoa que tenha um
bilhete com o conjunto de ntiimeros sorteados leva o prémio. J4 o jogo do bicho sorteia uma
seqgiiéncia de ntmeros: qualquer pessoa que tenha um bilhete com a seqiiéncia sorteada leva o
prémio.
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Exercicio 1.2 Sejam A e B os conjuntos {1,2,3} e {3,1,5,4} respectivamente.
Quanto valem AUB, BUAe AN B? Quantovalem AU e ANQ?

Exercicio 1.3 Qual a diferenca entre ), { } e {0}?

Exercicio 1.4 Se A e B sdo conjuntos de ntiimeros e b é um ntimero, o que signi-
fica cada uma das expressdes abaixo?

AUb AuUB AU {B} AU {b}

Exercicio 1.5 O conjunto {1, 2,3} é disjunto do conjunto {2,5,4}?

Exercicio 1.6 Sejam A, B e C os conjuntos {1,2,3}, {2,4,6} e {1, 2,3, 4} respec-
tivamente. Quanto valem AN B, BN Ae AN C?

Exercicio 1.7 Se a é um elemento de um conjunto A, o que significam as expres-

sOes abaixo?
ANa A~ Aa}

Exercicio 1.8 Qual o complemento de {1,2,3,5} em {1,...,10}?

2 Cardinalidade e comprimento

O comprimento de uma seqiiéncia é o nimero de termos da seqiiéncia. A cardi-
nalidade de um conjunto é o nimero de elementos do conjunto. A cardinalidade
de um conjunto X é denotada por |X]|.

Exercicio 2.1 Quais das afirmagdes abaixo sdo verdadeiras? Por que?

{1,2,3,2}| =4 (1,2,2,3) tem comprimento 3

complemento

RY



Exercicio 2.2 Digamos que um conjunto A tem 10 elementos e um conjunto 5
tem 20 elementos. Quantos elementos tem A U B?

Exercicio 2.3 Sejam A e B os conjuntos {1,2,3} e {1,2,4,5} respectivamente.
Quais das afirmacdes abaixo sdao verdadeiras?

Al < |B] Al > |B| Al <|B] Al > [ B

3 Subconjuntos

Uma parte de um conjunto X é o mesmo que um subconjunto de X. Um sub- parte
conjunto S de um conjunto X é proprio se S # X . As expressoes prépria
XCY

XCY e XCY
XCY

sdo abreviaturas de “ X é subconjunto de Y” e “ X é subconjunto préprio de Y”
respectivamente.

Exercicio 3.1 Quais das afirmacdes abaixo sdo verdadeiras? Por que?

e () é subconjunto de {2,4,6}

{1,2,3} é subconjunto de {5,1,2,4, 3}

{1, 2,3} é subconjunto préprio {5,1,2,4,3}
{1,2,3} é parte de {5,1,3,4,6}

{1,2,3} é parte propria de {2, 1, 3}

Exercicio 3.2 Sejam A e B os conjuntos {1,2,3} e {3,1,2,5,4} respectivamente.
Quais das afirmacgdes abaixo sdo verdadeiras?

ACB ADB ACB ADB

Exercicio 3.3 Quais das afirmagdes abaixo sdo verdadeiras? Por que?

o {{1,2},{1},{2,4,6}} C {1,2,4,6}



e {2,4,6} C {{1,2},{1},{2,4,6}}
e {2,4,6} € {{1,2},{1},{2,4,6}}

Exercicio 3.4 Escreva a sentenca “k € X” em portugués (sem usar o sim-
bolo “€”).

Exercicio 3.5 Faga uma lista de todos os subconjuntos de {1, 2, 3}. Quantos sdo
os subconjuntos de um conjunto com n elementos?

Exercicio 3.6 Quantos subconjuntos de {2,3,4, 5} tém exatamente 2 elementos?
Se um conjunto tem n elementos, quantos de seus subconjuntos tém 2 elemen-
tos?

Exercicio 3.7 Faca uma lista de todas as permutagdes dos elementos do con-
junto {3,1,4}. Quantas sdo as permutagdes dos elementos de {1,2,...,n}?

4 Pares ordenados e pares nao-ordenados

Um par ordenado é essencialmente o mesmo que uma seqiiéncia de compri-
mento 2. Um par ndo-ordenado é um conjunto com exatamente 2 elementos.

Exercicio 4.1 Faca uma lista de todos os pares ordenados de elementos de
{1,2,3}. Faca uma lista de todos os pares ndo-ordenados de elementos de

{1,2,3}.

Exercicio 4.2 Seja A um conjunto com n elementos. Quantos pares ordenados
de elementos de A existem? Quantos pares ndo-ordenados?

permutagdo

par
ordenado

nio-ordenado



5 ParticOes

Uma partigio de um conjunto X é qualquer cole¢do de conjuntos dois a dois
disjuntos cuja unido é X. Em outras palavras, uma particdo de X é qualquer
colecdo { X3, ..., X)} de subconjuntos de X tal que

XjU---UXpy=X e X;,NX,;=0semprequeij.

(Suporemos quase sempre que X; # () para todo i.)

Uma biparti¢io de um conjunto X é qualquer particdo de X em duas partes, ou
seja, um par {A, B} de subconjuntos de X talque AUB=XeANB =107

Exercicio 5.1 E verdade que {{1,2,3},{3,4},5} é uma particdo de {1,2,3,4,5}?

Exercicio 5.2 Faga uma lista de todas as biparti¢des de {2,3,5}. Faga uma lista
de todas as parti¢oes de {2, 3,5}.

6 Relag¢oes e funcdes

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os pares
ordenados da forma (a,b) com a em A e b em B. O produto cartesiano de A e
B é denotado por A x B.

Uma relagio entre dois conjuntos A e B é qualquer subconjunto de A x B.

Exercicio 6.1 O que é uma fungdo de um conjunto A em um conjunto B? Dica:
uma fungdo é um tipo especial de relacdo entre A e B.

Exercicio 6.2 O que é uma bijecio?

2 Infelizmente, ha muita bobagem rolando por af a respeito da palavra “parti¢do”. Suponha
que {A, B} é uma particdo de X. Entdo A é um dos elementos da particao e B é outro elemento.
Nao faz sentido dizer “ A é uma das partigoes de X ”. Também estd errada a expressdo “A e B sdo
as particdes de X ”. Essas expressodes tém o mesmo sabor que a par de frases “O casal Antonio e
Benedita tem uma vida dificil. O casal Antdnio estd desempregado, e o casal Benedita trabalha
como faxineira.”

particdo

biparticao

produto
cartesiano

Ax B

relagdo

fungdo

bijecdo



7 Piso, teto, numeros, aritmética modular

Exercicio 7.1 Qual das expressdes abaixo define o conjunto dos ntmeros

naturais? nameros
naturais

o {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}

e {0,1,2,3,...}

{1,2,3,...}

todos os nameros da forma p/q, com p e ¢ inteiros e ¢ > 0

Exercicio 7.2 Quanto vale 365 mod 12?

Exercicio 7.3 Quanto vale [365/12|? Quanto vale [365/12]? piso
L]
teto
Exercicio 7.4 Quanto vale |n/2]? Quanto vale [n/2]? [
8 Ldgica

Nas questdes a seguir, as letras A e B representam afirmagdes® (por exemplo,
“n é divisivel por 5” ou “existe k tal que n = 3k + 1” ou “n e m sdo impares”
ou“a™ ' =1"0ou“{1,2} C{1,2,3}").

Exercicio 8.1 Suponha que a proposicdo “se A entdo B” é verdadeira. A pro-
posicdo “se B entdo A” é verdadeira?

Exercicio 8.2 Reescreva a afirmagdo “ A somente se B” usando a construgao “se
... entdo”.

Exercicio 8.3 Reescreva a afirmagdo “A se B” usando a construcdo “se ... en-

~ 7

tao”.

3 Também conhecidas como proposigdes.



Exercicio 8.4 Reescreva a afirmacdo “ A se e somente se B” usando a construgao
“se ... entdo”.

Exercicio 8.5 Suponha que as letras A e B representam afirmacdes. Qual a di-
ferenca entre as expressdes abaixo?

o Ase B

o Aimplica B
se A entdo B

A somente se B

e A seesomentese B

B implica A

Exercicio 8.6 Se A é uma afirmacdo, entdo —A é a negacdo dessa afirmacdo.
Qual diferenca entre as expressdes abaixo?

e se Aentio B
e se B entdo —A

9 Recursao

Exercicio 9.1 Escreva uma fungéo recursiva para resolver o seguinte problema:
encontrar o valor de um elemento médximo de um vetor v[1..n| de nimeros
inteiros. (Vocé pode escrever a fun¢do em pseudocddigo, em Pascal ou em C,
como preferir.)

Exercicio 9.2 Escreva uma fungédo recursiva que calcule a soma dos elementos
de um vetor v[l..n] de nimeros inteiros. (Vocé pode escrever a fun¢do em
pseudocéddigo, em Pascal ou em C, como preferir.)
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