Terceira aula

Na aula passada vimos como, num espaco vetorial com produto interno, o
produto interno induz uma norma.

0.0.1 Espacgos vetoriais com produto interno e espagos normados

Definicao 0.1. Seja V' um espago vetorial real. Um produto interno sobre
V' é uma fungao

<,>: VxV — Rtal que Vx,y € V, a € R, satisfaz as seguintes propriedades:
1. simetrica: < x,y >=<y,x >;
2. definida positiva: z #0 = < z,z > > 0);
3. bilinearidade (linearidade em cada uma das varidveis):
o <ar,y>= a<zxzy>=<z0y >,
e Jr+Yz>=<x,yY>+<yY,z>.

Por outro lado, temos:

Definicao 0.2. Seja V um espago vetorial real. Uma norma em V é uma

funcao real
|:V—=R

tal que, para cada v,w € V, a € R:
1. é definida positiva: ||v|| > 0e |jv]| =0 < v =0,

2.
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homogénea: ||av|| = |a|||v]],

3. é subaditiva: ||v+wl| < [jv| + [Jw]].
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Um espago vetorial que tenha uma norma chama-se de espago vetorial
normado, ou simplesmente espaco normado.

Perceba que se V' é um espaco vetorial, V nao tem uma definicao de
‘cumprimento’ dos vetores nem de 'angulo’ entre vetores.

Por outro lado, se (V, <,>) é um espago vetorial com produto interno
<, >, podemos generalizar a nocao de ’angulo’ gracas ao conceito de orto-
gonalidade, e dai podemos generalizar a nocao de ’cumprimento’ gracas a
norma induzida.



Definigao 0.3. Seja (V/, <, >) um espago vetorial com produto interno <, >.
Dizemos que v, w € V sao ortogonais e escrevemos vlw quando < v, w >=

0.

Temos que 0 € V' é ortogonal a todo v € V', ja que < 0,v >=< 00,v >=
0 < 0,v >= 0. Também temos que, para todo v, w € V, podemos escrever

w=av +u com a = == ¢ v_Lu (e claramente u € V).

Isso implica que, se V é um espaco vetorial com produto interno <, >, a
funcao real
|:V—=R

v— /< U, >

é uma norma em V: a norma induzida pelo produto interno. In particular,
temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Yo,weV [ <v,w> | < |ullflwl],
com igualdade se e s6 se v = aw, a € K (ouv =0,ouw =0, ouv =w = 0).
Proposicao 0.4. Cada espago vetorial normado (V, <,>) é um espago

normado, coa norma induzida v — /< v,V >.

0.1 Produto escalar e norma euclidiana

O produto escalar, que vamos indicar com -, é o produto interno canénico
para R™:

SRR - R
=1

Dado z = (x1,...,x,) € R", definimos a norma euclidiana da seguinte
forma:

2| = Vo -z =/a?+ ...+ a2

0.1.1 Normas em R"

A norma euclidiana nao é a unica norma possivel em R", e de fato utilizare-
mos também outras 2 normas:

1. a norma da soma: x = (z1,...,x,) € R", |z]s = D0 |2l

2. a norma do mdzimo: v = (x1,...,x,) € R", ||, = max;{|z;|}.
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Demonstraremos na frente que estas 3 normas de R"™ sao equivalentes
(num sentido a especificar).
Dada uma norma ||| em R™, a bola aberta unitaria e centrada na origem

¢ o conjunto
By ={z eR" | [lz]| <1},

em quanto a bola fechada unitaria e centrada na origem é o conjunto
By ={zeR" | |zl < 1}.

A nocao de bola depende da norma: as bolas euclidianas sao ‘redondas’,
mé&s as outras nao necessariamente! Em particular, em R? as bolas chama-
se de discos, e temos (entre os outros) os seguintes discos abertos unitarios
(centrados na origem):

D =D, ={(z,y) € B | |(z,9)| = V/a? + ¢ < 1}
D, = {(a,y) € R | |(w,y)l, = || +y| < 1}
Do = {(2,) € B? | [a],, = max{|a], [y|} < 1}.

0.1.2 Meétrica

Uma métrica é, em palavras povres, uma funcao que permite de medir
distancias. Se (V,]|||) é um espago normado, entdo podemos interpretar a
norma ||v|| de um vetor v € V' como a distancia de v da origem. Esta ideia
pode servir de motivacao pelo seguinte: se (V/||||) é um espago normado, a
norma ||| induz uma métrica em V' da seguinte forma:

Vo, w e V,dy(v,w) = [Jjv —wl.

Em particular, a norma euclidiana induz em R™ a métrica euclidiana:

vx = (‘/'E17 "'7xn)7y - (y17 "'7yn) E Rn?

dp(z,y) = |z —yl = V(21 — 11)? + .. + (20 — Yn)?-

Ja que a norma euclidiana é uma funcao de R™ até R, temos que a métrica
euclidiana é uma funcao dg : R" x R — R, e tem as seguintes propriedades
(i.e., para todo z,y € R", e a € R):

1. é definida positiva: z,y € R", dg(z,y) > 0edp(z,y) =0 < = =1y;

2. é simétrica: z,y € R", dg(z,y) = dp(y, x);



3. satisfaz a desigualdade triangular: z,y,z € R", dg(z,2) < dg(z,y) +

pois:
1. || > 0, e vale a igualdade se e s6 se z = 0;

2. se a € R, temos |az| = |al|z|, assim | — z| = |z|, e entdo
dp(r,y) = |z -yl =| = (z —y)| = du(y, v);

3. dp(z,2) = |lv—2| = |v—y+y—z| < |r—y[+|y—2| = ds(z,y) +de(y, 2).

De fato, qualquer métrica induzida por uma norma satisfaz as proprieda-
des acima, ja que descendem das propriedades da norma. Assim, as normas
da soma e do maximo inducem respectivamente em R™ as métricas da soma
(ou métrica de Manhattan):

Ve = (21, ..., T0),y = (Y1, .o, Yn) € R",

ds(w,y) = |z = yls = o1 = o[ + .. + 20 = yn]

e do méaximo (ou de Chebyshév, ou dos xadréz):
Ve = (21, .., T0),y = (Y1, .o, Yn) € R",
du(z,y) = [ —ylu = max{lzr —yi| + o+ 20 =y},
e é facil comprovar que ambas satisfazem as propriedades acima.

Percebam que (trivialmente) mudando métrica mudam as distancias. Con-
sideremos o caso de R? com a métrica euclidiana, de Manhattan, e do
maximo. Consideremos a distancia desde a origem de um ponto z € R?,
por exemplo z = (6, 6), nas 3 métricas:

1. na métrica euclidiana, dp(x,0) = |z| = V62 + 62 =72 = V2% 2% 2% 3% 3 =
6v2<6%1.5=09,

2. na métrica de Manhattan, dg(x,0) = |z|s = |6| + |6] = 12, (agora o
termo ’de Manhattan’ deberfa ser claro)

3. na métrica de Chebyshév, dy(z,0) = maxz{|6],|6|} = 6 (se vocé estd
jogando a Xedréz e tem o rei no 6,6 e quer chegar até o ponto 0,0, vai
precisar mover o rei 6 veces).



0.1.3 Espagos métricos

De fato, um espago métrico é um conjunto com uma métrica definida sobre
este. Mas formalmente:

Definigao 0.5. Um espago métrico (M, d) é uma dupla, onde M é um con-
junto e d é uma métrica sobre M, isso é, d é uma fungao:

d:MxM-—R
(p,q) = d(p, q),
tal que:
1. é definida positiva: p,q € M, d(p,q) > 0ed(p,q) =0 < p=g;
2. é simétrica: p,q € M, d(p,q) = d(q,p);

3. satisfaz a desigualdade triangular: p,q,r € M, d(p,r) < d(p,q) +
d(q,r).

Assim, qualquer espago normado é um espago métrico (nao vale o vice-
versa), ja que a norma induz uma métrica. Um espaco normado tal que a
métrica induzida é completa chama-se de espaco de Banach.
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