Quarta aula: espacos normados e espacos métricos.
Abertos em R", equivaléncia das normas em R"
Nas aula passada vimos como, num espago normado, a norma induz uma

métrica:

Espacos normados e espagos métricos

Seja V' um espaco vetorial real. Uma norma em V' ¢ uma fungao real
I:V—=R

tal que, para cada v,w € V, a € R:
1. é definida positiva: |[v|| >0e |v|| =0 & v =0,
2. ¢ (absolutamente) homogénea: |av|| = |a|||v|],
3. é subaditiva: [jv + w| < |Jv|| + |Jw]].

Um espago vetorial que tenha uma norma chama-se espago normado.

Se (V,]|||) é um espago normado, a norma ||| induz uma métrica em V
da seguinte forma:
Vo, w e V. dy (v, w) = |lv —wl.

Demonstramos que a métrica (induzida pela norma de um espago nor-
mado) é uma fungao real, definida positiva, simétrica e que satisfaz a desi-
gualdade triangular. Mas em geral, temos que:

Um espago métrico (M, d) é uma dupla, onde M é um conjunto e d é uma
métrica sobre M, isso é, d é uma funcao:

d:MxM-—R
(p,q) = d(p,q),
tal que:
1. é definida positiva: p,q € M, d(p,q) > 0ed(p,q) =0 < p=gq;
2. ¢é simétrica: p,q € M, d(p,q) = d(q,p);

3. satisfaz a desigualdade triangular: p,q,r € M, d(p,r) < d(p,q) +
d(q,r).



Assim, qualquer espaco normado é um espaco métrico, mas nao vale o
viceversa:
Exemplo: Seja M um conjunto qualquer (ndo vacio), a métrica discreta
sobre M ¢é definida por:

1 se
d(p,q)Z{ 0 Seiig

Vamos ver que é uma métrica: é claramente definida positiva e simétrica,
vamos ver se satisfaz a desigualdade triangular. Sejam p, q,r € M, queremos
ver que d(p,r) < d(p,q)+d(q,r). Se p =1 entdo d(p,r) = 0 e temos acabado.
Se p # r, entao temos possibilidades:

1. g=p#r,entao 1 =d(p,r) <d(p,q) +d(q,r) =0+1=1,
2. q=r#p, entao 1 =d(p,r) <d(p,q) +d(g,;r) =1+0=1,
3. q#r,p,entao 1 =d(p,r) <d(p,q) +d(q,r) =1+ 1=2;

e também temos acabado.

Normas e métricas de R"

A norma canonica de R™ é a norma euclidiana, que é induzida por o produto
escalar:

n
r=(x1,...,2,) €ER", |z| =z 2+ .+ a2,
e que a sua vez induz a métrica euclidiana:

Vo = (21, %n),y = (Y1, Yn) € R,

dg(z,y) =z =yl =/ (z1—9)> + .. + (20 — ya)*

Também temos (entre outras) a norma da soma:

n
r=(21,..,2,) ER", |z|s = Z ;]
i=1

que induz a métrica da soma (ou métrica de Manhattan):
Vo = (21,0, Z0),y = (Y1, -, Yn) € R™,

ds(z,y) = |z —yls = |z1 — | + . + |T0 — Yal;



e a norma do maximo:
x=(x1,..,2,) ER", x| = mlax{\:cl|}
que induz a métrica do maximo (ou de Chebyshév, ou dos xadréz):
Ve = (z1, ..., Tn), Yy = (Y1, .., Yn) € R",

dy(2,y) = [ —yly = max{|zy = y1| + ... + 20 — yal}-

Percebam que (trivialmente) mudando métrica mudam as distancias. Con-
sideremos o caso de R? com a métrica euclidiana, de Manhattan, do maximo,
e discreta. Consideremos a distancia desde a orfgem de um ponto z € R?,
por exemplo z = (6, 6), nas 4 métricas:

1. namétrica euclidiana, dg(x,0) = |z| = V62 + 62 =72 = V2% 2% 2% 3% 3 =
6v2<6%1.5=09,

2. na métrica de Manhattan, dg(z,0) = |z|s = |6] + |6] = 12,
3. na métrica de Chebyshév, dy(x,0) = maz{|6], |6} = 6,

4. na métrica discreta, dq(x,0) = 1.

Bolas e discos abertos unitarios de R"

uma norm m ola aberta unitari ntr na origem é
Dada uma norma |||| em R", a bola abert taria e centrada na origem é o

conjunto
By ={z eR" | |z| <1}.

Em R? as bolas chama-se de discos, e temos (entre os outros) os seguintes
discos abertos unitérios (centrados na origem):

D =D, ={(z,y) € R | |(z,9)| = Va7 + ¢ < 1}
D, = {(z,y) € B | |(z. )], = |z] + ]yl < 1}
Do = {(2,) € B? | [al,, = max{la], |yl} < 1}.

Também podemos definir em R™ a bola aberta unitaria e centrada na
origem c. r. a métrica discreta, e é:

B(O,l) = {ZE e R" ‘ dd(JI,O) < 1} = {0}



0.0.1 Bolas e conjuntos abertos num espago métrico

Seja (M,d) um espago métrico. Para cada m € M e e > 0(€ R), a bola
aberta centrada em m e com raio € é o conjunto

Bime ={p€ M | d(m,p) <e} C X

Um subconjunto U C M é aberto em M com respeto a métrica d se
para cada ¢ € U existe um €(q) > 0 tal que

Bge(q) € U.

Isso é, cada ponto x € U ¢é o centro de uma bola aberta centrada em z contida
em U
Exemplos:

—_

. O espaco R™ é aberto em R”™ c.r.a métrica euclidiana, pois para cada
r € R" temos B,y ={y € R" | [x —y| < 1} CR",

2. Similmente, R™ é aberto em R” c.r.a métrica de Manhattan e de Chebyshév.

Também ¢é aberto c.r.a métrica discreta, com r > 1.

3. O conjunto U = {x € R|0 <z < 1} C R é aberto em R, em quanto o
conjunto V = {z € R|0 < z << 1} néo é.

4. O conjunto vacio é aberto em qualquer espaco métrico, pois nao contem
pontos, e assim a definicao é trivialmente satisfeita.

5. Consideremos em R"™ as métricas euclidiana, de Manhattan, de Chebyshév
e discreta, e seja © = (21,...,2,). O conjunto {x} C R™ é aberto
na métrica discreta ja que, para cada r < 1, temos B, = {y €
R™ | dg(y,x) < r <1} = {x}). Por outro lado, {z} C R™ nao ¢é aberto
em ninhuma das outras métricas.

Utilizando a definicao de conjunto aberto podemos definir equivaléncia
entre diferentes métricas do mesmo conjunto:
Seja M um conjunto, e sejam d,d duas métricas em M. Dizemos que d e d’
sdo topologicamente equivalentes, e escrevemos d ~,, d', se para cada
U C M temos

U aberto em (M,d) < U aberto em (M,d').

Isso é, duas métricas sao equivalentes (em M) se e s6 se definem os mesmos
(sub-)conjunto abertos (em M).
Exemplo: Em R", a métrica discreta nao é equivalente a métrica euclidiana,
nem a métrica de Manhattan, e nem a métrica de Chebyshév.

4



Proposicao 0.1. A equivaléncia topologica entre métricas de um mesmo
espaco € uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao. Seja (M,d) um espago métrico, e d’,d” métricas topologi-
camente equivalentes a d. A reflexividade e a simetria sao triviales (d é
topologicamente equivalente & se mesma e também a d’, ja que por definicao
d define os mesmos abertos). Vamos ver que

U aberto em (M,d") < U aberto em (M,d").

O conjunto U C M é aberto c.r.a d', entao é aberto c.r.a d pois d' ~y,, d, €
entao é aberto c.r.a d” pois d” ~y,, d. Também V' C M é aberto c.r.ad”, entao
é aberto c.r.a d pois d” ~,, d, e entao é aberto c.r.a d’ pois d' ~,, d. O

0.0.2 Equivaléncia das normas euclidiana, da soma e do maximo
em R"

Vamos ver agora que, em R"  as métricas euclidiana, de Manhattan e de
Chebyshév sao topologicamente equivalentes.

Proposigao 0.2. Para todo x € R", se ||| € a norma euclidiana ou da
soma ou do mdximo, e B a bola na métrica induzida, temos B, , C By com
k=|z| +r.

Demonstracao. Para ver que B, C By .| +» queremos ver que, se y € B, .,
entdo y € By |jz|+r- Por defini¢ao, y € B,, quando |y — z|| < r, e entao
temos

Iyl = lly =z +zl < lly — | + [lzll <7+ [l=]],

que equivale a dizer que y € By |jo//+r- ]

Proposicao 0.3. Sejam dg, dg, e dy as métricas euclidiana, da soma e
do mdximo respectivamente, em R"™. Entao, para cada x = (T1,..,2,),y =
(yh SE) yn) € Rn} temos

Demonstragao. Claramente, para cada = = (x1,..,Z,),y = (Y1, .., Yn) € R",

dM(x7y) = maxi{’a:l - yl’a oy ‘.Z'n - yn‘} <

< \/(331 —y1)? + o+ (T — yn)? = di(z,y).

Para ver que

dE<$ay) - \/(1‘1 - yl)2 +..+ (xn - yn)2 S ‘xl_y1|+“'+‘xn_yn| = dS($,y),
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repare que, sendo ambos positivos, é bastante demonstrar que:
(1 = 1)? + o+ (@0 — yn)? < (J21 = ]+ oo+ |20 — ya])?,

mas isso é trivial porqué todo termo no segundo membro é positivo. Final-
mente, trivialmente:

dS(I7y) = |x1_y1|+“'+|mn_yn| S n*mal‘iﬂxl_y”a ©ey |xn_yn|} = n*dM(xv y)
O]
Corolario 0.4. Dado z € R" ee > 0,
M s E M
B,y © B S Bl S Bl

Demonstracao. Queremos demosntrar que, se y € B(]‘4£), entao y € B(‘S; o ©

Z,

entao y € B, , e entdao y € B} ;.

Comencamos vendo que, se y € B(I‘gi), entao y € B(i o Temos que
y € B(Ai%) quando dy(z,y) = maz;i{|z1 — 1|, .., |Tn — yn|} < £, € queremos

ver que y € Bgﬂ’ﬁ), isso é, que dg(z,y) = |z1 — y1| + ... + |20 — yn| < €. Pela

Proposicao anterior,
dS<:U7y) = ’331 - yll + .+ ‘xn - yn‘ S

€
< n*maxiﬂxl _yl‘w‘? |l’n _yn|} = n*dM(l’,y) < n* ﬁ =6

eentdoy € B(sm).

Por outro lado, y € B(Sx 0 quando dg(x,y) < €, e temos pela Proposigao
anterior:

dp(z,y) = V(21— 11)? + . + (@0 — yn)? < |21 — g1l + o+ 20 —yn| <,
e assim y € B(Ex,e)‘

Finalmente, temos que

dM(QZ’,y) = maxi{’a:l - yl’a oy ‘.Z'n - yn‘} <

< \/(xl =)+ .+ (T —yn)? = dp(r,y) <,
e entdo y € B(MM) O



Teorema 0.5. Sejam dg, ds, e dy as métricas euclidiana, da soma e do
mdzximo respectivamente, em R™. Entao

dM ~top dE ~top dS
Demonstracao. Queremos demonstrar que:
U aberto em (R",dy) < U aberto em (R",dg) < U aberto em (R",dp).

Lembramos que U C R" é aberto em R" com respeto a métrica d se
cada z € U é o centro de uma bola aberta contida em U.
Entao, queremos demonstrar que, se x € U é o centro de uma bola B(J\g (x)

contida em U, entao x é o centro de uma bola B(}ie/(z)) contida em U, e entao

é o centro de uma bola B(vae,,(x)) C U e finalmente é o centro de uma bola

B(J\f en(zy) S U. De forma compacta, queremos ver que, para cada z € R",
existem €(z), e(x), e(z)”, e(x)” tal que

M E 5 M
Baen(a)) 2 Baer@) 2 Bre@) & B
Pelo Corolario anterior temos que, dado x € R™ e € > 0,
M E S M
By 2 Blae) 2 Blro) 2 B

o que acaba a prova. O]
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