Sexta aula: nogoes de topologia

Nas aula passada vimos como, num espago métrico (M, d), a métrica induz
uma topologia em M. Vimos que, se (M, d) é um espago métrico, U C M é
aberto quando cada p € U é o centro de uma bola aberta interamente contida
em U.

Teorema 0.1. Seja (M, d) um espago métrico, e seja T o conjunto de todos
os conjuntos abertos de M, c.r.a métrica d. Entdao:

1. M e sdao elementos de T,
2. se {Uitier €T, entao | J;c, U €T,
3. seUy,...,U, €T, entao (\_, U, € T.

Seja (M, d) um espago métrico. Um conjunto U C M diz-se fechado em
M c.r.a d quando o complementério M \ U é aberto em M c.r.a d.
Similmente, temos as seguintes propriedades dos conjuntos fechados:

Proposicao 0.2. Seja (M, d) um espago métrico, entao:
1. M e () sao conjuntos fechados em (M, d),

2. se Uy, ...,Uy, sao conjuntos fechados de (M,d), entio |J;._, é um con-
Junto fechado em (M,d).

8. se {U;}ier sao conjuntos fechados de (M,d), entio (\,c;U; € um con-
Junto fechado em (M,d).

Definicao 0.3. Seja X um conjunto. Uma topologia sobre X ¢ um conjunto
T de subconjuntos de X tal que:

1. X e () sao elementos de T,
2. se {Uitier € T, entao J,., Ui € T,
3.seUy,....,U, € T,entao N, U; € T.

Nesse caso, chamamos de (X,7) um espaco topoldgico.

Seja (X, T) um espago topoldgico. Um conjunto U C X é aberto c.r.a
T quando U € T, e é fechado quando X \ U € T.

Entao, se (M, d) é um espago métrico, e T é o conjunto de todos os con-
juntos abertos de M, c.r.a métrica d, entao 7 é uma topologia para M. Isso



é: a métrica induz uma topologia.

Se (M,d) é um espago métrico e d’ é uma métrica topologicamente equiva-
lente a d, entao d e d’ definem os mesmos abertos, e assim d e d’ definem a
mesma topologia sobre M.

Por outro lado, nao toda topologia vem de uma métrica. Exemplos

1. Seja X um conjunto qualquer, e seja T = {X,0}. Entdao 7 é uma
topologia, a topologia indiscreta.

2. Seja X =R, e T o conjunto contendo R, @), e todo conjunto da forma
(x,00), x € R. Entdao 7 é uma topologia (notem que (0,1) nao é
aberto nessa topologia)

0.0.1 Nogoes de topologia num espago métrico
Seja (M, d) um espago métrico, e U C M entao:

1. O interior U de U é o maior aberto de (M, d) contido em U (U C U),

2. o fecho U de U ¢ o menor fechado de (M, d) contendo U (U C U),

3. a fronteira OU de U é a intersecao U N M \ U,

4. Seja m € M, uma vizinhancga de m é qualquer conjunto contendo um
aberto contendo m

5. O ponto m € M ¢é exterior a U C M se existe um a vizinhanca de m
interamente contida em M \ U

Percebam que em ningim lugar utilizamos a métrica de M: as mesmas
definigbes valem para um espago topologico (X, 7). Porém, num espago
métrico (M, d) podemos dar defingoes mas geométricas, e assim dizer que:

1. me U C M é um ponto interior de U quando é centro de uma bola
aberta contida em U (i.e.: 3r >0 | By, C U, e o interior de U é o
conjunto dos pontos interiores de U,

2. m é um ponto da fronteira de U quando toda bola aberta centrada
em m contém pelo menos um ponto em U e um ponto em M \ U, e a
fronteira de U é o conjunto dos pontos de fronteira de U.

Exemplos:



1. O interior de U = (0,1] em (R, dg) é o intervalo (0,1), o fecho é [0, 1],
e a fronteira é {0, 1}.

2. Consideremos o conjunto Q dos raciondis em (R, dg). Entao o interior
de Q é o conjunto vacio, em quanto a fronteira de Q é tudo R, ja
que toda bola aberta (intervalo aberto) vai conter niimeros racionéis e
irracionais.

Percebam que estas definicoes dependem do espago métrico onde
estamos! Exemplo: O interior de (0,1] em (R, dg) é (0,1), e a fronteira é
{0,1}. Porém, o interior de (0, 1] em (R?, dg) é vacio, e a fronteira ¢ [0, 1].

Teorema 0.4. Seja (M, d) um espago métrico, e U C M. As sequintes sao
equivalentes:

1. U € aberto em (M, d),
2. cada ponto de U é um ponto interior de U,
3. U € uma vizinhanca de cada ponto u € U.

Demonstracao. e 1 =2=3
Se U é aberto de (M,d), entao U é o maior aberto contido em U (ja
que trivialmente U C U), assim U = U. Entao, se v € U também
u € U, e trivialmente U contem (é igual) a um aberto U contendo u.

e 3=1
Se U é uma vizinhanca de cada ponto u € U, entao para todo u € U,
U contem um aberto contendo wu, e assim u é o centro de uma bola
By C U, e entao U ¢é aberto.
O

Teorema 0.5. Seja (M, d) um espago métrico. O conjunto U C M € fechado
se e s se contem a sua fronteira.

Demonstragao. Seja U fechado em M, e seja u € OU. Se u ¢ U, entao
u € M\ U, que é aberto. Assim, posso achar uma bola aberta centrada em
u completamente contida em M \ U. Més u € 0U, contradigao!

Por outro lado, seja U um conjunto contendo todo suo ponto de fronteira.

Se p ¢ U, entdao p ¢ OU, e entdo existe uma bola centrada em p contida

interamente em M \ U (isso é, p é um ponto exterior a U), e assim M \ U é
aberto, o que faz U fechado.

O



0.0.2 Topologia induzida

Seja (M, d) um espago métrico, e U C M. Entao
d:UxU—R

¢ uma métrica sobre U, a métrica induzida. Assim, (U,d|) (que escrevemos
simplesmente (U, d) para nao ser pessados) é um espago métrico.

Seja A C U. Notem que a defini¢ao de aberto depende do espago métrico,
assim, em (U, d):

e A C U éabertoem (U,d) se cada a € A é o centro de uma bola aberta
B(ay de M tal que B,y NU C A.

Exemplo: O interval (0, 1] nao é aberto em (R, dg). Porém, é aberto em
([0,1],dg), pois (0,1] = (0,2) N [0, 1].
0.0.3 Pontos isolados e pontos limite

Seja (M, d) um espago métrico. Um ponto m € M diz-se isolado quando é
uma bola aberta em M; isso é, quando existe r > 0 tal que By, ,) nao contem
ninhum outro ponto de M.

Exemplos:

1. Considere (R, dg), entdo todo n € Z é um ponto isolado.

2. Considere (R,dg), e seja P = {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,..,0}. Entao
todo ponto de P\ {0} é ponto isolado.

3. Seja (M, d,) espaco métrico discreto. Entao todo ponto de M é isolado.

Seja (M,d) um espago métrico, dizemos que m € M é um ponto de
accumulagao / ponto limite de £ C M quando toda vizinhanca de m
contém pelo menos um ponto de E diferente de m.

Observacao: nao pedimos m € M.
Exemplos:

1. Conjuntos finitos nao tem pontos de accumulagao.
2. Em (R, dg), o conjunto Z nao tem pontos de accumulagao.

3. Em (R,dg), considere I = [0,1]. Entao todo ponto de I é ponto de
accomulagao, em quanto a fronteira é s6 {0, 1}.
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4. Em (R, dg), considere B = I N Q. Entao todo ponto de I é ponto de
accumulacao e de fronteira.

Teorema 0.6. Seja (M, d) espago métrico, E C M. Entio E ¢ fechado se
e so se contem todo su ponto de accumulacao.

Demonstracao. Comencamos com demostrar que se F é fechado entao con-
tem todo su ponto de accumulagao. Para obter uma contradi¢ao, suponha-
mos que y é ponto de accumulagao de £ ey € M\ E. Ja que E é fechado,
M \ E é aberto, e entao existe » > 0 tal que B,y € M \ E. Mas y ¢ um
ponto de accumulacao de F, entao By, ,) contem pontos de E: contradicao.

Vamos ver que se E contem todo su ponto de accumulagao entao é fe-
chado. Seja y € M \ E, entdao y nao é ponto de accumulagao de E, entao
existe uma (vizinhanga contendo um aberto contendo uma) bola aberta
By NE = 0. Isso é By, € M\ E, entao M \ E aberto, e assim £
é fechado. O

Exercicio: Seja E’ o conjunto dos pontos de accumulacao de E C M em
(M,d). Entao x € ' < x € E\ {x}.

0.0.4 R": celas encaixadas e o Teorema de Bolzano-Welierstrass

Uma cela aberta J de R" é o producto Cartesiano de n intervalos abertos:
J=Ar=(21,...,2,) €ER" x; € (a;,b;), i € [1,n]},

em quanto a cela fechada J é o producto Cartesiano de n intervalos fecha-

dos:
I={z=(x1,...,2,) € R" x; € |a;, b, i € [1,n]}.

Um subconjunto de R™ é limitado quando esté contido em alguma cela.

Em R, toda sequéncia enxaixada de intervalos fechados tem um ponto
comun. Isso também é verdade em R™:

Teorema 0.7. Seja (1) uma sequéncia de celas fechadas nao vacias e en-
carxadas: Iy O 1o D .... D Iy D .... Entao R™ contem um ponto y € ﬂk 1.

Demonstracao. Seja
[k = {.T = (.Tl, ,.Tn) € Rn ZT; € [am, bk,i]a ) € [1,77,]}

Entao, em cada coordenadas i temos que [ay;, by ;] ¢ uma sequéncia encaixa-
das de intervalos fechados, assim que tem um ponto em comun:

vi [ [, bei)-
k
ASSim7 Y= (y17 7yn) € mk [k 0



Teorema 0.8. Bolzano-Weierstrass. Todo subconjunto de R™ limitado
e contenente infinitos pontos contem um ponto de accomulacdo.

Demonstracao. Seja B C R™ limitado e contenente infinitos pontos. Ja que
¢ limitado, esta contido numa cela: seja

[1 = {.T = (.Tl, ,.Tn) e R" | x; € [au,bl,i], 1€ [1,77,]}

a cela fechada que o contem. Divide I; em 2" celas dividendo cada lado
[a1,,b1;] em 2. J& que B contem infinitos pontos, pelo menos uma dessas
2" celas, seja Iy, contem infinitos pontos. Divide Io em 2" celas dividendo
cada lado [ag;,be;] em 2. J4 que B contem infinitos pontos, pelo menos
uma dessas 2" celas, seja I3, contem infinitos pontos. Repetindo esse proce-
dimento obtemos uma sequéncia de celas fechadas nao vacias e encaixadas:
pelo teorema anterior existe y € R” tal que y € (), 1.

Vemos agora que y ¢ um ponto de accumulagao de B. Isso é, queremos
ver que toda bola centrada em y contem um ponto de B diferente de y.
Como I} = {x = (21,...,z,) € R" | m; € [a14,b1.4], @ € [1,n]}, seja I(I;) =
max{b; —ay,..,b,—a,} > 0, 0 comprimento do lado maior de I, entdao temos
que o comprimento do lado maior de [ é

I
Seja V' uma vizinhanca de y, entao V' contem uma bola aberta centrada em
y, assim existe r > 0 tal que B(E C V. Se existir k£ grande bastante tal

Y,T)

que [, C B@ n € V' temos acabado, ja que [ contem infinitos pontos de B

e assim V' contem pelo menos um ponto de B diferente de y. Este k existe,
ja que se w € I, entao

dE(yaw) - \/(?/1 - w1)2 + .+ (yn - wn)2 <

<dgs(y,w) =Yy —wi| <

< nxmaz;ly; —w;| <nxl(l) = %l(l}).

Assim, por 7 > 5%51(1), isso é:

okl > %5(11) &k —1>log(~U(T))
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