Septima aula: nocoes de topologia num espago métrico

Seja (M, d) um espago métrico, e U C M entao:

1.

2.

O interior U de U é o maior aberto de (M, d) contido em U (U C U),
o fecho U de U é o menor fechado de (M, d) contendo U (U C U),
a fronteira OU de U é a intersecao U N M \ U,

Seja m € M, uma vizinhanga de m é qualquer conjunto contendo um
aberto contendo m.

O ponto m € M ¢é exterior a U C M se existe um a vizinhanca de m
interamente contida em M \ U

Percebam que em ningim lugar utilizamos a métrica de M: as mesmas
defini¢oes valem para um espaco topoldgico (X, T).

Porém, num espago métrico (M, d) podemos dar defingdes méas geométricas,
e assim dizer que:

1.

m € U C M é um ponto interior de U quando é centro de uma bola
aberta contida em U (i.e.: 3r >0 | B,y C U, e o interior de U é o
conjunto dos pontos interiores de U,

m é um ponto da fronteira de U quando toda bola aberta centrada
em m contém pelo menos um ponto em U e um ponto em M \ U, e a
fronteira de U é o conjunto dos pontos de fronteira de U.

. Um ponto m € M diz-se isolado quando é uma bola aberta em M;

isso ¢, quando existe r > 0 tal que B, ,) nao contem ninhum outro
ponto de M,

Seja (M, d) um espago métrico, dizemos que m € M é um ponto de
accumulagao / ponto limite de £ C M quando toda vizinhanca de
m contém pelo menos um ponto de E diferente de m.

Teorema 0.1. Seja (M, d) um espago métrico, e U C M. As sequintes sao
equivalentes:

1. U € aberto em (M, d),

2. cada ponto de U é um ponto interior de U,

3. U € uma vizinhanca de cada ponto u € U.



Teorema 0.2. Seja (M,d) um espago métrico. e U C M. As sequintes sdo
equivalentes:

1. U é fechado,
2. U contem sua fronteira,
3. U contem todo seu ponto limite

Topologia induzida
Seja (M, d) um espago métrico, e U C M. Entao

d|ZU><U—)R

¢ uma métrica sobre U, a métrica induzida. Assim, (U,d|) (que escrevemos
simplesmente (U, d) para nao ser pessados) é um espago métrico.

A C U é aberto em (U, d) se cada a € A é o centro de uma bola aberta
B(ay de M tal que B,y NU C A.

Percebam que estas definicoes dependem do espago métrico onde
estamos!
Exemplos:

1. O interior de (0,1] em (R, dg) é (0,1), e a fronteira é {0, 1},
2. o interior de (0, 1] em (R? dg) ¢ vacio, e a fronteira é [0, 1].
3. O interval (0, 1] ndo é aberto em (R, dg),

4. é aberto em ([0, 1], dg), pois (0,1] = (0,2) N[0, 1].

Exercicio:(pag 79 Elon métrico) Seja £’ o conjunto dos pontos de accu-
mulagdo de £ C M em (M,d). Entao x € E' <z € E\ {x}.

0.0.1 R": celas encaixadas e o Teorema de Bolzano-Welerstrass

Uma cela aberta J de R" é o producto Cartesiano de n intervalos abertos:
J=Ar=(21,...,2,) €ER" ;€ (a;,b;), i € [1,n]},

em quanto a cela fechada .J é o producto Cartesiano de n intervalos fecha-
dos:

I = {"L‘ = (IEl,...,ZL‘n) € R" z; € [aiabi]a i€ []_,TL]}



Um subconjunto de R™ é limitado quando esté contido em alguma cela.
Equivalentemente, numa bola da forma B, = {x € R"||z| < r}.

Em R, toda sequéncia enxaixada de intervalos fechados tem um ponto
comun. Isso também é verdade em R™:

Teorema 0.3. Seja (1) uma sequéncia de celas fechadas nao vacias e en-
carxadas: Iy O 1o D .... D Iy D .... Entao R™ contem um ponto y € ﬂk 1.

Demonstracao. Seja
[k = {.T = (.Tl, ,.Tn) € Rn ZT; € [am, bk,i]a ) € [1,77,]}

Entao, em cada coordenadas i temos que [ay;, bx;| ¢ uma sequéncia encaixa-
das de intervalos fechados, assim que tem um ponto em comun:

Yi ﬂ[ak,ia bkz]

k

ASSim7 Y= (y17 7yn) € mk [k 0

Teorema 0.4. Bolzano-Weierstrass. Todo subconjunto de R™ limitado
e contenente infinitos pontos contem um ponto de accomulagao.

Demonstracao. Seja B C R™ limitado e contenente infinitos pontos. Ja que
¢ limitado, esta contido numa cela: seja

[1 = {.T = (.Tl, ,.Tn) e R" | x; € [au,bl,i], 1€ [1,77,]}

a cela fechada que o contem. Divide I; em 2" celas dividendo cada lado
[a1:,b1,;] em 2. J4 que B contem infinitos pontos, pelo menos uma dessas
2™ celas, seja I, contem infinitos pontos. Divide I em 2" celas dividendo
cada lado [ag;,be;] em 2. J4 que B contem infinitos pontos, pelo menos
uma dessas 2" celas, seja I3, contem infinitos pontos. Repetindo esse proce-
dimento obtemos uma sequéncia de celas fechadas nao vacias e encaixadas:
pelo teorema anterior existe y € R™ tal que y € (), .

Vemos agora que y é um ponto de accumulagao de B. Isso é, queremos
ver que toda bola centrada em y contem um ponto de B diferente de y.
Como I} = {z = (x1,...,x,) € R" | x; € [a1,,b1,], 7 € [1,n]}, seja I(]) =
max{by —ay,..,b,—a,} > 0, o comprimento do lado maior de /7, entao temos
que o comprimento do lado maior de [} é
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Seja V' uma vizinhanca de y, entao V' contem uma bola aberta centrada em
y, assim existe r > 0 tal que B(gﬂ,) C V. Se existir k£ grande bastante tal
que [, C ng e V temos acabado, ja que I contem infinitos pontos de B
e assim V' contem pelo menos um ponto de B diferente de y. Este k existe,
ja que se w € [, entao

dp(y,w) = \/(y1 —w1)?+ o+ (Y — wn)? <

<dS Yy, w Z‘yz_wz|<

< nsxmax;|y; —w;| <nxl(ly) = ——I(1).

2k 1
Assim, por 7 > 5%51(1), isso é:

k-1 5 25(11) & k=12 logy(~ D)

I, CV.

0.0.2 Conjuntos compactos
Seja K um subconjunto de um espago métrico (M, d).
1. Uma cobertura de K é uma familia C = (C;);e; de subconjuntos de

M tal que K C | ;. (Isso é: para cada k € K existe pelo menos
um C; contendo k).

ZGI

2. Uma cobertura (C;);e; diz-se aberta quando todo C; é aberto em
(M, d).

3. Uma cobertura (C});e; diz-se finita quando I é um conjunto finito.

4. Se existe I' C I tal que K C |
subcobertura.

C;, entao C = (Cy)sep diz-se de

el

Um espago métrico (M, d) diz-se compacto quando toda cobertura aberta
admite uma subcobertura finita.
Um subconjunto K C M diz-se compacto quando toda cobertura aberta
(em M) possui uma subcobertura finita; em outras palavras, quando (K, d)
é um subespaco métrico compacto.

Exemplos:



. Seja K ={x1,..,x,} em (R",dg). Entao é claro que, se (C;);c;r ¢ uma
cobertura aberta de K, entao existe uma subcobertura de K contendo
como maximo m elementos.

. Seja H={z € R |z >0} em (R,dg). Seja C = (Cp)nen, onde C,, =
(=1,n), entao H C |J,cp Cn- Seja Cy, .., Cp, uma collegao finita de
subconjuntos de C, e seja M = sup;{n;}. Entao temos que, para cada
ni, Cp, € C)y, entao

(—1,M) = Cy; = Ocn

i=1

Agora, temos que M € R méas M ¢ Cj. Assim, nao existe uma
subcobertura finita de C contendo H, e assim H nao é compacto.

. Similmente, R e R" nao sao compactos.

. Seja H = (0,1) em (R,dg), define C,, = (£,1 — %) paran > 2, e
C = (Cp)n>2- Entao H C |-, Cp. Seja Cyy, .., Cp, uma collecao finita
de subconjuntos de C, e seja M = sup;{n;}. Entao temos que, para

cada n;, C,, C Cyy, entao

1 1 "

Mas ﬁ ¢ C)y, assim nao pode esistir uma uniao finita de conjuntos de
C contendo H, e entao H nao é compacto.

. Seja I = [0,1] em (R,dg). Cada z € I esta contido em algum aberto
C;, queremos ver que o intervalo estd contido numa reuniao finita de
abertos. Seja B = (—¢,¢€), B(_. = (e—€,e+€), B, vy = (€ —€", ¢+
€),...., B )= (! — e el + "), entao

(En—17€n
[0, Enil] Q U Béei_l,ei)'
=0

Assim, seja X o conjunto dos pontos z € [ tal que o intervalo [0, z]
esteja contido em alguma collegao finita de abertos (1, ..., C},, isso é:

X={zxel]|TJiell,.,n]tal que [0,z] C UC,}
i=1



Claramente X ¢é um intervalo, ja que se x € X e 0 < y < x, entao
0,y] € [0,2] € U, C; ey € X. Assim, temos que X = [0,2*] ou
X =1[0,2%), onde x* = supX. Vamos ver agora que z* € X e logo que
r* = 1. Ja que z* € I, existe um aberto C, contendolo, entao tal que
(x* — €, 2" +¢) € O, entdo

0,27 cl0,2"+e) S| JCiuC,
i=1
e assim z* € X. Temos que z* = 1 pois " = maxX. De fato, se
x* # 1, definendo C" = (2" + € — €', 2" + e + "), entao

0.2"+e cl0.a"+e+e) S| JOuC,uC
=1

er* <z*+e€ X. Mas 2" = mazx X, contradicao.
Vamos agora a demosntrar um Teorema muito importante:

Teorema 0.5. Heine-Borel. Um subconjunto de R™ é compacto se e so se
¢ fechado e limitado.

Demonstracao. Comencamos com ver que se KX C R"™ é compacto, entao é
fechado. Assim queremos ver que, se z € R" \ K, entao existe um conjunto
aberto U tal que x € U C R"\ K. Seja

1
Cho={yeR"||ly—z| > e n € N}
Cada C,, é aberto em (R™, dg), e percebe que
U G =R"\ {a}
neN

Ja que x ¢ K, entao K C |J, .y Cy. Por outro lado, K é compacto, entao
existe 1,..., N tal que

N
Kcl|Jcn=cw,
n=1

jaque C; C Cy C ... C Cy. Entao

1
KcCWI{yeRWw—xh>NL



que implica que
" 1
KﬁU:{y€R||y—x|<N}=@,

assim

UCR"\ K,

é um aberto contendo x contido no complementar de K, e finalmente K é
fechado.

Provamos agora que se K C R" é compacto, entao é limitado. Para cada
n € N, define
H, ={z e R"||z| < n},

entao
KcR'C|JH,
neN

e ja que K é compacto, existe 1,..., N tal que

N
K c | H, = Hy,

n=1
assim que K é limitado.

Vamos ver agora que se K C R" é fechado e limitado, entao é compacto.
Ja que K ¢ limitado, esta contido numa cela, seja

Kch={(x1,...xn) | |xi] <r, i€ll,n],r >0},
e nao sendo compacto temos
icl

mas K nao estd contido em ninhuma collecao finita de C;. Divide I; em 2"
celas cortando cada lado de I; na mitade. Entao existe pelo menos uma cela,
seja I, tal que K N Iy nao esta contida em ninhuma colle¢ao finita de C; (de
outra forma K compacto e ja!). Repite o procedimento, entao achamos uma
sequéncia (I,,) de celas ndo vacias e encaixadas. Pelo teoremas anteriores,
existe y € (), In, € y é ponto limite de K, e entao y € K, pois K é fechado.
Existe ¢ tal que y € C;, e ja que C; é aberto, temos que

de > 0 tal que Bae) C (.
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O comprimento dos lados de I,, é 57—, entao, por

_ r
2nl > -,
€

temos
I, C B(];J/’e) - Cz

assim K é compacto, contradicao.
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