Oitava aula: nocoes de topologia num espaco métrico

Uma cela fechada I é o producto Cartesiano de n intervalos fechados:
I={x=(x1,....;,) €ER"  x; € [a;,b;], i € [1,n]}.

Um subconjunto de R™ é limitado quando esté contido em alguma cela.
Equivalentemente, numa bola da forma B, = {x € R" | |z| < r}.

Teorema 0.1. Seja (I) uma sequéncia de celas fechadas nao vacias e en-
caizadas: Iy O Iy O ... D Iy D .... Entao R™ contem um ponto y € ﬂk 1.

Teorema 0.2. Bolzano-Weierstrass. Todo subconjunto de R™ limitado
e contenente infinitos pontos contem um ponto de accomulagao.

0.0.1 Conjuntos compactos

Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto K C M diz-se compacto
quando toda cobertura aberta (em M) possui uma subcobertura finita.

Exemplos:

1. Seja H = (0,1) em (R,dg), define C, = (£,1 — 1) paran > 2, e
C = (Cp)n>2- Entao H C |J,,», Cp. Seja Cyy, .., O, uma collecao finita
de subconjuntos de C, e seja M = sup;{n;}. Entao temos que, para
cada n;, C,, C Cyy, entao

1 1 "

Mas ﬁ ¢ C)y, assim nao pode esistir uma uniao finita de conjuntos de
C contendo H, e entao H nao é compacto.

2. Seja I = [0,1] em (R,dg). Cada = € I esta contido em algum aberto
C;, queremos ver que o intervalo estd contido numa reuniao finita de
abertos. Seja Be = (—¢€,€), By = (e—€,e+€), Bl = (€ =€, €+
€")sevs Blono1 gy = (€71 — €, "7 4 €"), entao
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Assim, seja X o conjunto dos pontos z € I tal que o intervalo [0, z]
esteja contido em alguma collecao finita de abertos C4, ..., C,,, isso é:

X={zxel]|Fiell,.,n]tal que[0,z] C UCZ}
i=1

Claramente X ¢é um intervalo, ja que se v € X e 0 < y < x, entao
[0,y] € [0,2] C U, C; ey € X. Assim, temos que X = [0,z*] ou
X =1[0,2%), onde x* = supX. Vamos ver agora que z* € X e logo que
¥ =1. Jad que z* € I, existe um aberto C, contendolo, entao tal que
(x* — e, 2" +¢€) € Cy, entdo

0,27 c[0,2"+¢) S| JCiuC.
i=1
e assim x* € X. Temos que z* = 1 pois z* = maxX. De fato, se
x* # 1, definendo C" = (z* + € — €', 2" + € + €”), entao

[0,2" + € C[0,2* +e+€") C UC}UC;UC'
i=1

er* <z*+e€ X. Mas ¥ = maz X, contradigao.
Vamos agora a demosntrar um Teorema muito importante:

Teorema 0.3. Heine-Borel. Um subconjunto de R™ é compacto se e so se
¢ fechado e limitado.

Demonstracao. Comencamos com ver que se K C R" é compacto, entao é
fechado. Assim queremos ver que, se z € R™ \ K, entdo existe um conjunto
aberto U tal que z € U C R" \ K. Seja

1
C’n:{yER”||y—x|>ﬁ, n € N}

Cada C,, é aberto em (R™,dg), e percebe que

U Cn=R"\ {a}.

neN

Ja que x ¢ K, entdao K C |J, .y Cn. Por outro lado, K é compacto, entao
existe 1,..., N tal que

N
Kcl|]Jc,=Cy,

n=1



jaque C; C Cy C ... C Cy. Entao
1
K cCy={yeR"[ly—z[> %}

que implica que
1
KNU={yeR"||ly—z| < N}:@’

assim

UCR"\ K,

é um aberto contendo x contido no complementar de K, e finalmente K é
fechado.

Provamos agora que se K C R" é compacto, entao é limitado. Para cada
n € N, define
H, ={x € R"||z| < n},

entao
KCcR"C|JH,,
neN

e ja que K é compacto, existe 1,..., N tal que

N
K c | H, = Hy,

n=1
assim que K é limitado.

Vamos ver agora que se K C R" é fechado e limitado, entao é compacto.
Ja que K ¢ limitado, esta contido numa cela, seja

Kch={(x1,....xn) | |zi| <r, i€ll,n],r >0},
e nao sendo compacto temos
iel

mas K nao estd contido em ninhuma collecao finita de C;. Divide I; em 2"
celas cortando cada lado de I; na mitade. Entao existe pelo menos uma cela,
seja I, tal que K N Iy nao esta contida em ninhuma collecao finita de C; (de
outra forma K compacto e ja!). Repite o procedimento, entao achamos uma
sequéncia (I,,) de celas ndo vacias e encaixadas. Pelo teoremas anteriores,
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existe y € (), In, e y é ponto limite de K, e entao y € K, pois K é fechado.
Existe ¢ tal que y € C;, e ja que C; é aberto, temos que

de > 0 tal que B(b;’e) Cc ;.

O comprimento dos lados de I,, ¢ 57=, entao, por
_ r
2nl > -,
€
temos

E
I, C B(y,e) C G

assim K é compacto, contradicao. ]

0.0.2 Conjuntos conexos
Seja (M, d) um espago métrico (topoldgico). Entao M é conexo quando, se
M = AU B com A e B abertos, entdo AN B # 0, ou A e/ou B = ).

O subconjunto U C M é conexo quando (U,d) é um espago métrico

conexo, ou equivalentemente quando, se U C AU B com A e B abertos (em
M), entao ANB # 0, ou ANU e/ou BNU = 0.

Por outro lado, um subconjunto U C M diz-se disconexo quando exis-
tem dos abertos (em M) A, B tal que

1. UCAUB,
2. (ANU)#0,(BNU)#0,and (ANU)N(BNU) = 0.
Exemplos em (R, dg):

1. O conjunto dos naturdis N é disconexo, pois podemos tomar
A={reR|xz<43/5}, B={x € R|z > 43/5}.

2. O conjunto dos racionais R é disconexo, pois podemos tomar
A={reR|z <2}, B={z cR|z> 2}

3. Se 0 < ¢ <1, entdo os conjuntos A = {x € Rz < ¢}, B={z €
R|z > ¢} dividem I = [0,1] em 2 conjuntos nao vacios, disjuntos
e cuja uniao é I. Mas s6 B é aberto, entao isso nao prova que [ é
disconexo. De fato, é conexo.



Proposicao 0.4. Em (R,dg) o intervalo unitdrio I = [0, 1] é conexo.

Demonstracao. Por contradicao, suponhamos que A e B sejam conjuntos
abertos tal que I N A e I N B sao disjuntos, nao vacios e cuja uniao dai /.
Nota que, sendo A e B abertos, ambos I M A e I N B nao podem ser um
ponto sé (ja que as intersegoes sao abertas e um ponto s6 nao é aberto em
Entao, podemos supor que existe a € Aeb e Btalque 0 <a <b < 1.
Define
c = sup{x € A|x < b},

entao 0 < c < leassimce AU B.
Lembramos que ¢ é supremo do conjunto A, = {x € A|z < b} quando:
1. para todo x € A, x < c,
2. se y € R tal que para todo = € A, temos = < y, entao ¢ <y

Se ¢ € A, entdao ¢ # b, e sendo A aberto, (¢ — €,c+¢€) C A, assim
c<ctsgeAec<c+§ <b(assimec < c+ § € Ay) contradicendo a
definigao (1) de c.

Similmente, se ¢ € B entao, sendo B aberto, temos (¢ — €,¢ +¢) C B,
entdo ¢ — § < ¢ € B, contradicendo a definigao (2) de c. O

Teorema 0.5. Considere (R",dg), entao R™ é conezo.

Demonstracao. Se R™ fosse disconexo, entao existiriam abertos nao vacios A
eBtalque R" = AUBe ANB = 0. Sejaa € A, b € B, e considere o
segmento de reta S que une a com b:

S={a+tb—a), |tel0,1]}

Seja Ay ={teR|a+tlb—a)e A} e By ={t € R|a+t(b—a) € B},
entdao A; e B s@o abertos de (R, dg) tal que A; N1 e By NI sao disjuntos e
nao vacios e (A; N 1)U (ByNI) = I, contradigao. O

Teorema 0.6. Em (R",dg) os unicos conjuntos abertos e fechados sido R™

e .

Demonstracdo. Se A C R™ fosse aberto e fechado nao vacio, entdao B = R\A
também, entao A e B seriam abertos nao vacios disjuntos cuja uniao é R",
contradicao. |



Teorema 0.7. Seja (M, d) um espago métrico conexo. Entdo os inicos con-
Juntos abertos e fechados sao M e ().

Demonstragao. Se A C M fosse aberto e fechado nao vacio, entdo B = M\ A
também, entao A e B serfam abertos nao vacios disjuntos cuja uniao é M,
contradicao. O]
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