Nona aula: Conjuntos conexos
0.0.1 Acabando coa compacidade...

Comengemos provando que o conjunto [0, 1] é compacto em (R, dg):
Cada = € I esta contido em algum aberto C;, queremos ver que o intervalo
estd contido numa reunido finita de abertos. Seja B. = (—¢,¢), B, oy =

(e—¢€,e+¢€), BE’E,’E,,) =(—€ed+€),.., Blluimy = (el —em et ),
entao
CUBW1

Assim, seja X o conjunto dos pontos x € I tal que o intervalo [0, z| esteja
contido em alguma collecao finita de abertos C1, ..., C,, isso é:

X={zel]|3iell, . n]talque0,z] C U

Claramente X é um intervalo, ja que se z € X e 0 < y < x, entao [0,y] C
[0,2] CUi, Ci ey € X. Assim, temos que X = [0,2*] ou X = [0,z*), onde
x* = supX. Vamos ver agora que z* € X e logo que z* = 1. Ja que z* € I,
existe um aberto C, contendolo, entdo tal que (z* — €, 2* + €) € C,, entao

[0,2%] C [0,2" +¢) O

e assim z* € X. Temos que x* = 1 pois " = mazxX. De fato, se x* # 1,
definendo C" = (z* + ¢ — €', 2" + ¢ + €”), entao

0,2" +¢ C[0,2* +e+€") C UC’iUC’*UC/

er* <z*+e€ X. Mas z* = max X, contradigao.

0.0.2 Propriedades do fecho

Proposicao 0.1. Em (M,d), seja X C M, e seja X' o conjunto dos pontos
limites de X. Entao X = X U X'.

Demonstracdo. Nota que X e X U X’ sdao fechados, e sendo X o menor
fechado contendo X, temos

XCXCXuX.

—_



Sendo um conjunto fechado se e s6 se contem seus pontos limites, temos que

XDOXuUX.

Lemma 0.2. Em (M,d), sejam X e Y subconjuntos de M :
1. X CY implica X CY,
2. se X eY sdio abertos disjuntos, entio X NY = ().

Demonstragao. (1) Por contradigao, suponha que existe z € X’ mas ¢ Y.
Entao existe r > 0 tal que B,, NY = 0, en quanto B,, N X # (. Maés
X CY,entao 0 # (B, N X) C (Byr NY) =0, absurdo.

(2) Sejam X e Y abertos disjuntos, e suponha que existe = € X' NY.
Sendo x ponto limite de X, para todo r > 0 temos B,, N X # 0, e sendo x
no aberto Y, existe # > 0 tal que B, C Y. Entao existe y € B,; N X C Y,
assim y € X NY, contradicao. O

0.0.3 Conjuntos conexos

Seja (M, d) um espago métrico (topoldgico). Uma cisao de M é uma decom-
posicao M = AU B onde A e B sao abertos tal que AN B = (. Se A ou
B sao vacios, a cisao é trivial. O espaco métrico M diz-se conexo quando
nao admite cisoes nao triviais, de outra forma diz-se desconexo.

Um subconjunto U C M diz-se conexo quando é um subespago conexo,
isso é, quando existem A e B abertos tal que ANU e BN U sao disjuntos,
nao vacios e tem como uniao U.

Exemplos em (R, dg):

1. O conjunto dos naturais N é disconexo, pois podemos tomar

A={r eR|z <43/5}, B={z € R|z > 43/5}.

2. O conjunto dos racionais Q é disconexo, pois podemos tomar

A={zcR|r <2}, B={zcR|z>2}

3. Se 0 < ¢ < 1, entdo os conjuntos A = {z € R|z < ¢}, B = {x €
R|z > ¢} dividem I = [0,1] em 2 conjuntos nao vacios, disjuntos
e cuja uniao é I. Mas s6 B é aberto, entao isso nao prova que [ é
disconexo. De fato, é conexo.



Proposicao 0.3. Em (R,dg) o intervalo unitdrio I = [0, 1] é conexo.

Demonstracao. Por contradicao, suponhamos que exista uma cisao nao tri-
vial I = AU B. Nota que, sendo A e B abertos, ambos I " A e I N B nao
podem ser um ponto s6 (ja que as intersegoes sao abertas e um ponto s nao
é aberto em (R, dg)).

Sejam a € A e b € B, e suponhamos que 0 < a < b < 1. Define

Ap{x € Az < b}.

Como A nao é vacio e tem uma cota superior b, entao existe ¢ = supAy.
Claramente, c < b, e c € AU B.

Lembramos que ¢ é supremo do conjunto A, = {x € A|z < b} quando:
1. para todo x € A, x < c,
2. se y € R tal que para todo z € A, temos x < y, entao ¢ <y

Se ¢ € A, entdao ¢ # b, e sendo A aberto, (¢ —€,c+¢) C A, assim
c<ct+sgeAec<c+j<b(assimec < c+§ € Ay contradicendo a
definigao (1) de c.

Similmente, se ¢ € B entao, sendo B aberto, temos (¢ — €,¢ + ¢) C B,
entao ¢ — § < ¢ € B, contradicendo a definigao (2) de c. ]
Exercicio: Prova que R é conexo (Elon métrico, pagina 91).

Teorema 0.4. Considere (R",dg), entao R™ € conezo.

Demonstracao. Se R™ fosse disconexo, entao existiriam abertos nao vacios A
e Btalque R" = AUBe ANB = (. Sejaa € A, b € B, e considere o
segmento de reta S que une a com b:

S={a+tb—a), |tel0,1]}

Seja Ay ={teR|a+tlb—a) e A} e By ={teR|a+tb—a)€ B},
entdo A; e By sdo abertos de (R, dg) tal que A1 N1 e By NI sao disjuntos e
nao vacios e (A; N I)U (B, NI) =1, contradigao. O

Coroléario 0.5. Em (R",dg), R™ e () sao os tnicos abertos e fechados.

Demonstracdo. Se A C R™ fosse aberto e fechado nao vazio, entdao B = R\A
também, entao A e B seriam abertos nao vacios disjuntos cuja uniao é R",
contradicao. O



De fato, isso é certo para qualquer espago métrico:
Teorema 0.6. Seja (M, d) um espago métrico. As sequintes sao equivalentes:
1. M € conexo,
2. M e () sao os unicos abertos e fechados de M,
3. Se X C M tem fronteira vazia, entao X = M ou X = .

Demonstragao. 1 = 2 Se A C M fosse aberto e fechado nao vacio, entao
B = M \ A também, entdo M = AU B é uma cisdo nao trivial de M e
entdo M é desconexo. Por outro lado (2 = 1) M é desconexo quando existe
uma cisao nao trivial M = AU B com A e B abertos: assim A = M \ B e
B =M\ A, que implica B e A fechados.

2 < 3Se X C M é aberto entao X = )O(, e entao X N O0X = 0; en
quanto se X é fechado 0X C X. Entao X é aberto e fechado quando
0X =XNoX =10. O

Lemma 0.7. Em (M,d), se C e D sdao uma cisdo de M, e Y C M € conezo,
entatoY C C'ouY C D.

Demonstracao. Temos que C' e D sao abertos em M, disjuntos, nao vazios o
cuja uniao ¢ M. Entao CNY e D NY sao abertos em Y, disjuntos e cuja
uniao é Y: se um dos dois nao fosse vazio, formariam uma cisao de Y. Ja que
Y é conexo, nao tem cisao, assim ou C NY =0 ou DNY = (), e finalmente
YcCouY CD. ]

Teorema 0.8. Sejam (A;)ic; uma familia de conjuntos conexos no espago
métrico (M, d). Se existe a € M tal que

a € mA,», entao A = UAi
iel icl
é conexo

Demonstracdao. Por absurdo, suponha que A = C' U D é uma cisao de A.
Entao a € C' ou a € D, suponha a € C'. Sendo que, para cada ¢, A; é conexo
e contendo a, temos que, para cada i, A; C C'. Assim

A:UAZ-CC'
i€l

e D é vazio. Mas C' e D sao uma cisao de A, entao D nao pode ser vazio:
contradicao. O



A proxima Proposicao diz que, se Y é construido anexando a um conjunto
conexo algum/todos sus pontos limites, entao Y é conexo

Proposicao 0.9. Se X CY C XeX¢ conezo, entao Y € conexo.

Demonstracao. Por contradicao, suponhamos que Y = C'U D é uma cisao
de Y: entdo X € C ou X C D. Suponhamos X C C. Entdo X C C, e
jaque CND =0, temos YND =(. Mads Y = C'UD é uma cisdo de Y,
contradicao. O]

Corolario 0.10. O fecho de um conjunto conexo é conexo.
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