Decima aula: Conjuntos conexos
Na aula passada, a gente comencou provando umas propriedades do fecho:

Proposicao 0.1. Em (M,d), seja X,Y C M, e sejam X')Y' os conjuntos
dos pontos limites de X e Y respectivamente. Entao:

1. X=XUX/,
2. X CY implica X CY,

3. se X eY sdio abertos disjuntos, entdo X NY = 0.

0.0.1 Conjuntos conexos

Seja (M, d) um espago métrico (topoldgico). Uma cisao de M é uma decom-
posicao M = AU B onde A e B sao abertos nao vazios tal que ANB = 0. O
espago métrico M diz-se conexo quando nao admite cisoes, de outra forma
diz-se desconexo.

Um subconjunto U C M diz-se conexo quando é um subespaco conexo,
isso é, quando existem A e B abertos tal que ANU e BN U sao disjuntos,
nao vazios e tem como uniao U.

Proposigao 0.2. Em (R,dg) o intervalo unitdario I = [0,1] é conexo. Em
(R™, dg), R™ € conezo.

Exercicio:
Em (R, dg), os inicos conjuntos conexos sao os intervalos.

Corolério 0.3. Em (R",dg), R™ e () sao os tnicos abertos e fechados.

Demonstragao. Se A C R™ fosse aberto e fechado nao vazio, entdo B = R™\ A
também, entao A e B seriam abertos nao vacios disjuntos cuja uniao é R",
contradicao. O]

De fato, isso é certo para qualquer espago métrico:

Teorema 0.4. Seja (M, d) um espago métrico. As sequintes sao equivalentes:
1. M € conexo,
2. M e sdo os unicos abertos e fechados de M,

3. Se X C M tem fronteira vazia, entao X = M ou X = ().



Demonstracao. 1 = 2 Se A C M fosse aberto e fechado nao vacio, entao
B = M\ A também, entdo M = AU B é uma cisdo nao trivial de M e
entdo M é desconexo. Por outro lado (2 = 1) M ¢ desconexo quando existe
uma cisao nao trivial M = AU B com A e B abertos: assim A = M \ B e
B =M\ A, que implica B e A fechados.

2 < 38e X C M é aberto entao X :)2', e entao X N 90X = 0; en
quanto se X é fechado 0X C X. Entao X é aberto e fechado quando
0X =XNoxX =0. O

Exercicio: Similmente prova que em (M, d), se U C M é conexo, entao
U e () sdo os tnicos abertos e fechados em (U, d). Comengemos provar que,
se existe A aberto e fechado (além de () e U) em (U, d), entao U é disconexo.
Sendo A aberto e fechado em (U, d) diferente de ) e U, B = U \ A também
é aberto e fechado em (U, d) diferente de ) e U. Entdo ANU e BNU sdo
abertos de (U, d) (ja que U é aberto em (U, d)), disjuntos e nao vazios, tal
que (ANU)U(BNU)=(AnU)U(U\NA)NU)=(AU(U\A))NnU=U.

Seja agora U disconexo, isso é, existem A e B abertos de (U, d) tal que
ANU e BNU sao disjuntos, nao vazios, e tal que (ANU)U(BNU) ="U.
Entao ANU = U\ (BNU), esendo (BNU) aberto em (U,d), ANU é
fechado em (U, d). Mas A aberto em (U, d), entdo AN U também.

Lemma 0.5. Em (M,d), se C e D sao uma cisao de M, eY C M € conexo,
entatoY C C'ouY C D.

Demonstracao. Temos que C' e D sao abertos em M, disjuntos, nao vazios e
cuja uniao é M. Entao C'NY e D NY sao abertos em Y, disjuntos e cuja
uniao é Y: se um dos dois nao fosse vazio, formariam uma cisao de Y. Ja que
Y é conexo, nao tem cisao, assim ou C NY =0 ou DNY = (), e finalmente
YCcCouY CD. ]

Teorema 0.6. Sejam (A;)icr uma familia de conjuntos conexos no espago
métrico (M, d). Se existe a € M tal que

a € mAi’ entao A = UAZ-
iel icl
é conexo

Demonstracdao. Por absurdo, suponha que A = C'U D é uma cisao de A.
Entao a € C' ou a € D, suponha a € C. Sendo que, para cada i, A; é conexo
e contendo a, temos que, para cada i, A; C C'. Assim

A=JAcc

el
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e D é vazio. Mas C e D sao uma cisao de A, entao D nao pode ser vazio:
contradicao. O]

Corolario 0.7. Em (M,d), U C M € conexo se e sé se dois pontos quaisquer
a, b € U estao contidos em algim conexo Cop C U

Demonstragao. Se U é conexo, entao podemos pegar sempre C,p, = U. Por
outro lado, fixando a € U, temos

U= U Ca,ln

belU
que é conexo pelo resultado anterior. O

A proxima Proposicao diz que, se Y é construido anexando a um conjunto
conexo algum/todos sus pontos limites, entao Y é conexo

Proposicao 0.8. Se X CY C XeX¢ conexo, entao Y € conexo.

Demonstracao. Por contradi¢ao, suponhamos que Y = C'U D é uma cisao
de Y: entdo X € C ou X C D. Suponhamos X C C. Entdo X C C, e
jAque CND =0, temos YND =0. Mas Y = C U D é uma cisdo de Y,
contradicao. O]

Corolario 0.9. O fecho de um conjunto conexo € conexo.

0.0.2 Intermezzo: continuidade em espacgos topoldgicos
Sejam (X, 1) e (Y, 72) espagos topoldgicos, seja
f: X—=Y

uma fungao, e seja a € X. Dizer que f é continua em a é dizer que f(x)
vai ser perto a f(a) quanto queremos se z é bastante perto a a. A Definigdo
topoldgica é a seguinte:

Definigao 0.10. Sejam (X, 7y) e (Y, 7) espagos topoldgicos, a fungao
f:X—>Y

é continua em a € X quando, para cada vizinhanga V' de f(a) em (Y, 1),
existe uma vizinhanca U de a em (X, ) tal que f(U) C V.



Seja f~1(V) a imagem inversa de V:
V) ={z e X : fx) eV}

entao f(U) C V é equivalente & U C f~1(V). Também percebam que, se
U C f~%V) é uma vizinhanga de a, entao f~*(V) é uma vizinhanga de a.
Assim podemos re-formular a definigcao como:

A funcao f: X — Y é continua em a quando para cada vizinhanca V'
de f(a) em (Y, 7), f~1(V) é vizinhanga de a em (X, 7).

Teorema 0.11. Sejam (X, 71) e (Y, 72) espagos topoldgicos e seja f : X —Y
uma fungao. Sao equivalentes:

1. f € continua,
2. para cada V aberto em (Y, 73), f~(V) € aberto em (X, 1),
3. para cada K fechado em (Y, 75), f~H(K) € fechado em (X, Ty).

Demonstracao. (1 = 2) Seja f continua e V' aberto em (Y, 7), vamos ver
que fH(V) é aberto em (X, 7). Se V é aberto, entdo é vizinhanca de cada
um dos seus pontos; z € f~1(V) quando f(z) € V, entdo sendo f continua
f~HV) deve conter um aberto contendo z: assim f~!(V) é vizinhanca de
cada um dos seus pontos, entao aberto.

(2= 1) Seja a € X, e seja V'’ é uma vizinhanca de f(a) em (Y, 7): V'
contem um aberto V contendo f(a). Entdo a € f~1(V) e f~1(V) é aberto
em (X,7): f74(V) C f~4V’') é uma vizinhanga de a.

(2 = 3) Se V é aberto em (Y, 7), entdo Y \ V é fechado em (Y, 7):
queremos (Y \ V) fechado em (X, 7). Més

' r\V)={zeX : flx) eY\V} =
={reX: fx)¢V}=X\f1V),

que é fechado pois f~1(V) aberto em (X, 7).

(3 = 2) Por outro lado, se K é fechado em (Y, 73), Y\ K é aberto, e
FFHY\K) =X\ f71(K) é aberto, pois f*(K) é fechado em (X, 7).
[

Teorema 0.12. Sejam (M,d) e (N,d’) espagos métrico, X C M conero, e
seja f: X — N continua. Entao f(X) C N € conexo.
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Demonstragao. Se f(X) = AU B é uma cisao de f(X), entdo A e B sao
disjuntos, e também abertos e fechados em f(X). Enntao f~'(A4) e f~1(B)
sdo disjuntos, abertos e fechados, assim X = f~!'(A) N f~!(B) é uma cisdo
de X. Sendo X conexo, a cisao é trivial: f~1(A) = 0 ou f~}(B) = 0, seja
Y A) = 0. Entao A = 0, f(X) = AU B é uma cisao trivial e f(X) é

conexo. ]
Corolario 0.13. Seja (M, d) espagco métrico, U C M conezo, e
f:U—=R

continua. Entao f(U) é um intervalo. Em particular, se a, b € U tal que
f(a) < f(b) entao, para todo d com f(a) < d < f(b), existe ¢ € U tal que
fle) =d.

Demonstragao. Exercicio f(U) C R conexo, entdo f(U) é um intervalo.

Isso ¢, se f(a), f(b) €U e f(a) < f(b), entdo [f(a), f(b)] C f(U). O

0.0.3 Conexidade por caminhos

A definigao de espaco conexo traduz matematicamente a intui¢ao de conjunto
feito por um pedago s6. Também podemos considerar um espago conexo
quando se podem unir 2 pontos qualquer do espaco sem sair do espaco: isso
¢, dados dois pontos no espago, existe um caminho no espaco juntando os
pontos.

Seja (M, d) um espago métrico e sejam a,b € M. Um caminho em M
unendo a com b é uma uma fungao continua

f:10,1] — M tal que f(0) =ae f(1) =0.

Quando a = b o caminho diz-se fechado. Se f,g : [0,1] — M sao dois
caminhos tais que f(1) = ¢(0), o caminho justaposto f Vg :[0,1] - M

se define como: ) 0.1/2
B f(2t em [0,1/2
fvalt) = { g2t — 1) on[1/2,1]
Também, se f : [0,1] — M é um caminho que comenga em a = f(0)
e acaba em b = f(1), entao f*(t) = f(1 —t) é um caminho que comenga
em b e acaba em a. Entao se escrevemos a ~ b para indicar que existe um
caminho que comenca em a e acaba em b, temos que a ~ b é uma relagao
de equivaléncia.

Em (M,d), U C M diz-se conexo com caminhos quando dois pontos
quaisquer de U podem ser ligados por um caminho em U.

Exemplos:



1. Seja V um espago vetorial real. Chamamos de U C V conjunto con-
vexo quando, para todo a, b € U, o segmento

[a,b] = {(1 —t)a+tb | te[0,1]}

estd contido em U. Claramente um conjunto convexo é conexo por
caminhos.

2. Seja V um espago vetorial real, entao todo subespacgo vetorial de V' é
convexo (usando a definicdo de espago vetorial), e assim conexo por
caminhos.

3. Toda bola num espaco vetorial normado é convexa.

Teorema 0.14. Em (M,d), se U C M, € conexo por caminhos, entao é
conezo.

Demonstracao. Seja f : [0,1] — U um caminho ligando a, b € U, entao
a, b € f([0,1]) e f([0,1]) C U é conexo. Assim quaisquer dois pontos de U
pertencem a um conjunto conexo de U, e assim U é conexo. O

Corolario 0.15. Em (R",dg), R"™ € conexo.

Demonstracao. Sendo R™ um espago vetorial real, R" é convexo, entao co-
nexo por caminhos, e entao conexo. ]

Existem conjuntos conexos que nao sao conexos por caminhos
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