Decimaterceira aula: Sequéncias e subsequéncias em
espacos métricos

Seja M um conjunto. Uma sequéncia (z,,) = (Z,)neny sobre M é uma
aplicagao dos conjunto dos naturdis positivos N = N* em M:
r:N—= M,

n— x, = x(n),

em quanto uma subsequéncia de (x,) é uma restri¢ao da funcdo n — z,
a um subconjunto infinito N’ C N.

Exemplo: A sequéncia
r:N—=R,

n— x, =x(n)=2"
é (2,4,8,...), em quanto a sua subsequéncia
z: N =2N = R,
n— x, =x(n)=2"

é (4,16, ...).

Uma sequéncia num espago métrico (M, d) é limitada quando o con-
junto dos seus termos é limitado, isso é, quando existe ¢ > 0 tal que para
quaisquer n,m € N, d(x,, x,,) < c.

Exemplos:

1. Em qualquer espaco M, uma sequéncia constante z,, = a € M para
todo n é obviamente limitada, e também uma sequéncia que assume
apenas um numero finito de valores.

2. A sequéncia real x : N — R, n — z,, = a" com |a|] > 1 ndo é limitada,
3. A sequéncia real x : N — R, n — x, = a” com |a| < 1 é limitada,
4. Uma subsequéncia de uma sequéncia limitada é limitada.

Definigao 0.1. Seja (M, d) espago métrico, e seja (x,) uma sequéncia em
M. Um elemento x € M diz-se limite de (x,) se, para toda vizinhanga V'
de z, existe K, € N tal que para todo n > K, z, € V. Se (z,) é uma
sequéncia com limite x € M, dizemos que (z,) converge a z (ou tende
para x), e a sequéncia é convergente. Uma sequéncia que ndo possui limite
diz-se divergente.



Teorema 0.2. Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico (M,d). Entao
a € M € limite de (x,,) se e sd s€ para cada € > 0 existe K(€) € N tal que,
para todo n > K(e), d(a, x,) < €.

Demonstracao. Exercicio. O

Proposicao 0.3. Seja (M,d) um espaco métrico. Toda sequéncia conver-
gente € limitada.

Demonstragao. Seja (r,) uma sequéncia em M convergente para a € M.
Entao, tomando € = 1, existe K (€) tal que para todo n > K(€), x, € B(q1).
Assim, o conjunto dos valores da sequéncia estda contido no conjunto

{z1, .., 2k (-1} U Ba,1),

e sendo m = maw,=1,_ k()-11d(a, z;)}, e m = maz{m, 1}, este conjunto estd
contido na bola B, ). O

Exemplos:

1. A sequéncia real n — x, = a” com |a| > 1 nado ¢é limitada, entdo nao é
convergente.

2. Nao vale o viceversa: a sequéncia real n — x, = (—1)" é limitada mas
nao é convergente.

Proposicao 0.4. Unicidade do limite. Uma sequéncia nao pode conver-
ger para dois limites diferentes.

Demonstragao. Suponha (x,) sequéncia em (M,d) convergendo para a #
b, a,b € M. Para todo € existe n, tal que, para todo n > n,, d(z,,a) < e,
e também existe n,, tal que, para todo n > ny, d(z,,b) < €. Seja n maior de
ne € de ny, entao d(a,b) < d(x,,a)+ d(z,,b) = 2¢. Assim, para todo epsilon,
0 < d(a,b) < 2¢, que implica d(a,b) = 0 e entao a = b. ]

Obviamente:

Lemma 0.5. Se a sequéncia (z,) converge para a, entao toda subsequéncia
de (x,) também.

Demonstracdo. Seja V uma vizinhanca de a, entao existe K, € N tal que,
para todon > K,, z,, € V. Seja N’ um subconjunto infinito de N, e (z,,, )n, erv
uma subsequéncia. Sendo N’ infinito, existe ny, € N’ tal que 1y, > K, assim
para todo ny > iy, x,, € V. O



Corolario 0.6. Se a sequéncia (x,) converge para a, entdo para todo p € N,
(Tpyp) também

Demonstragao. Temos que (Tyip) = (ZTp, T14ps Ta4p...) ¢ uma subsequéncia
de (z,). O

Coroldrio 0.7. Se o limite da sequéncia (z,) € a, e se b # a, entao eriste
ng tal que, para todo n > ng, xr, #* b

Demonstragao. Caso contrario, terfamos infinitos indices {n; < ny < ng <
...} tal que para todo eles z,,, = b (pois se os indices sao finitos, ny ¢ 0 Mmaximo
entre eles), entdo a subsequéncia constante z,,, = b teria limite b # a, que é
o limite de (x,), absurdo.

m

Proposicao 0.8. Se a sequéncia (x,,) possui duas subsequéncias convergendo
para dois limites distintos, entao € divergente.

Demonstracao. Se a sequéncia (z,,) converge para a, entao toda subsequéncia
de (z,) também. Entao ninhuma subsequéncia pode possuir um limite b #
a. ]

Exercicio: Demonstre que, considerando a sequéncia (x,,) em (M, d), as
seguintes sao equivalentes:

1. (z,) NAO converge para z,

2. existe uma vizinhanca V de x tal que, para todo n € N existe m =
m(n) > n tal que z,,, ¢ V,

3. existe uma vizinhanga V' de = e uma subsequéncia (z/,) de (z,,) tal que
ninhum elemento de (z],) pertenece a V.

Exemplo: Vamos ver que a sequéncia (—1)" = (1,—1,1,—1,...) nao
converge. Os tnicos limites possiveis sao 1 e —1 (demonstre isso!): —1 nao
é limite pois ninhum termo da subsequéncia (—1)?" pertenece & vizinhanga
(=2,0) de —1, e 1 ndo é limite pois ninhum termo da subsequéncia (—1)%"!
pertenece a vizinhanca (0,2) de 1.

Defini¢ao 0.9. Considere as sequéncias (x,,) e (y,) sequéncias em (R", dg),
entao definimos a soma dessas sequéncias como a sequéncia (x,, + y,), a di-
feréncia como a sequéncia (x, — y,), ¢ o produto escalar como a sequéncia
real (z, - y,) obtida fazendo o produto escalar das componentes.

Também definimos o produto de (¢,) € R com (z,) € R™ como a

sequéncia (de R™) (¢,y,) € com ¢ € R como (cx,,) e, se ¢, # 0 para todo n,
podemos também definir o quociente como a sequéncia (de R") (z,/c,)

3



Exemplos:

1. Seja (z,) a sequéncia de R? constante z,, = a = (ay, as) para cada n, e
(yn) a sequéncia constante y,, = b = (by, by). Entao:

e (x,+y,) é asequéncia constante x,+y, = a+b = (a;+b1,as+by)
para cada n,

e (z,—y,) é asequéncia constante x, —y, = a—b = (a3 —by, as—by)
para cada n,

e (z,-y,) é a sequéncia constante x,, -y, = (a; - by + ag - by) para
cada n.

Se agora (c,) = ¢ € R, temos:

e (c,z,) é a sequéncia constante c¢,z, = (ca, cay) para cada n,

e se ¢ # 0, (z,/c,) é a sequéncia constante x,/c, = (a1/c,az/c)
para cada n.

2. Em R sejam (z,) = (2,4,6,..,2n,..) e (y,) = (1, %, %, s %, ..), entao:

2
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3,) = (6,12, 18, .61, ...),
(0 /yn) = (2,8,18,...,2n2, ...).

Teorema 0.10. Sejam (x,,) e (yn) sequéncias em (R™,dg) que convergem
para x ey respetivamente:

1. a sequéncia (x,+y,) converge para x+y, a sequéncia (x,—y,) converge
para T — vy, € a sequéncia (x, - y,) de R converge para x -y,

2. se(ay,) € uma sequéncia de R convergendo para a, (a,x,) € uma sequéncia
de R™ convergendo para azx,

3. se (by,) € uma sequéncia de R com b, # 0 para todo n, convergendo
para b, entio (b, x,) € uma sequéncia de R"™ convergendo para b™'z.

Demonstracao. Perceba que, pela desigualdade triangular,

10+ yn) = (& + )| < llzn = 2] + lyn =yl



entao, sendo que por hipothesis fixado ¢ > 0 existe K; e K, tal que, para
todo n > K = max{ky, ks}

lan — 2l <€/2 e [lyn —yll < €/2,
obtemos que, fixado € > 0 existe K > 0 tal que, para todo n > K

1 +yn) = (& + Yl < llzn — 2] + llyn —yll <,

e assim a sequéncia converge para = + y. O mesmo argumento demonstra
que a sequéncia (r, — y,) converge para r — ¥.

Para provar que a sequéncia (z,-y,) de R converge para x-y, comen¢amos
coa estimativa:

Zn Y — 2y < (@ Yo — T y) + (20 y — - y)| <

<@y =20y F (@0 -y =2 y)| =20 - (Yo — Y| + (20 —2) - y)|,

e agora utilizamos a desigualdade de Schwarz (|z - y| < ||z|||y|]):

- (o = W)+ (20 = 2) -yl < [lnllllyn = yll + [l2n = 2]yl

Perceba agora que, sendo (x,) convergente, entao é limitada, e assim
existe K > 0 tal que, para todo n, ||z,|| < K, entdo definimos M =
mazx{K, ||y||}. Pela convergencia de (z,) e (yn), fixado ¢ > 0 existe K; e
K, tal que, para todon > K = mazx{Ki, K}, entao:

€

[ | < =
2]We Ty, — T

n— vyl < :
yn — | SM

e assim, fixado ¢ > 0, para todo n > K obtemos
[(@n 4+ yn) = (@ + Y < lzallllyn — yll + [l2n — [yl

€ €
< M|y, — Mz, —z|| < M—+ M— =e.
< Mllyn =yl + Mllza —al] < My + Mo =



