Decimaseptima aula: espacos completos e compactos

Lembramos que:

Definigao 0.1. Um espago métrico (M, d) diz-se completo quando toda sequéncia
de Cauchy é convergente.

Um espago métrico (M, d) diz-se compacto quando toda cobertura aberta
admite uma subcobertura finita.
Um subconjunto K C M diz-se compacto quando toda cobertura aberta
(em M) possui uma subcobertura finita; em outras palavras, quando (K, d)
¢ um subespaco métrico compacto.

Proposicao 0.2. Todo subconjunto fechado de um espagco métrico compacto
€ compacto. Reciprocamente, um subconjunto compacto de qualquer espago
métrico € fechado.

Demonstracao. Comencamos provando que todo subconjunto fechado de um
espago métrico compacto é compacto.

e Seja (M, d) um espago métrico compacto, e seja X C M fechado, e seja
F C U,; Ci uma cobertura aberta de F'.

e Sendo F' fechado, (| J;c; Ci) U (M \ F) é uma cobertura aberta de M.

e Sendo M compacto, existe uma subcobertura finita:

MCCU...UC,U(M\F).

e Entao FF C C1 U...UC,, e assim é compacto.

Vamos ver agora que um subconjunto compacto de um espaco métrico qual-
quer deve ser fechado.

e Seja (M, d) um espago métrico, e K C M compacto, e assumimos K
nao fechado.

e Sendo K nao fechado, existe v € K’ \ K.
e Seja B, = B(y1/n), entao {z} =, By.

e Assim, A =J, M \ B, é uma cobertura para K, pois:

UM\ B,=M\(\B.,=M\{z} D K.
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e A cobertura A de K nao admite subcobertura finita, pois sendo A; C
Ay C ... C A,..., para todo N temos Uf:[:l A, = Ay. Sendo que, para
todo N, x ¢ Ay, obtemos que para todo N, K ¢ Ay, contradicao.
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Observacao: Se percebe pela prova que todo subconjunto fechado de
um espaco topologico € compacto, pois nao utilizamos a métrica por esta
demonstracao.

Por outro lado, nao necessariamente um subconjunto compacto de um espago
topoldgico é fechado:

Seja X um conjunto com pelo menos 2 pontos, 1 e xg, e seja 7 = {0, X'}
a topologia cadtica/trivial. Entéo, em (X, 7), o conjunto {x;} é compacto
(como o entero espago e qualquer subconjunto de (X, 7)) méas nao é fechado
(nem aberto!).

Perceba que este espaco NAO E HAUSDORFF /T, (onde (X, 7) é um espaco
de Hausdorff quando, para todo = # y € X, x e y possuem em X vizinhangas
disjuntas). De fato, nem é Kolmogorov/Ty (onde (X,7) é um espago de
Kolmogorov quando, para todo z # y € X, pelo menos um dos dois pontos
possui uma vizinhanga nao contendo o outro).

De fato: todo espago métrico é de Hausdorff, e para todo espaco de Hausdorff
(X,7), Y C X compacto é fechado.

0.0.1 Espacgos métricos totalmente limitados

Definigao 0.3. Seja (M, d) um espago métrico, X C M limitado, definimos
o diametro de X como o numero real:

diam(X) = sup{d(z,y), |z,y € X}.

Seja (M, d) um espago métrico, M diz-se totalmente limitado quando,
para todo € > 0, existe uma decomposi¢ao

M=X,U..UX,

de M numa reuniao finita de conjuntos de didmetro menor do que e.
Equivalentemente, M ¢é totalmente limitado quando, para todo ¢ > 0, M
pode-se cubrir por um numero finito de bolas de raio e: isso é, existem
x1,...,x, € M tal que:

M C B(zl’e) U...u B(xme).



e Se M é totalmente limitado e X C M, X é totalmente limitado. Cu-
ubrindo M com finitas bolas de raio €, podariamos nao poder usar as
mesmas bolas para X, pois os centros podariam nao pertenecer a X.
Entao cubrimos M com finitas bolas de raio €/2. Considere as bolas B
tal que X N B # (), e escolhe x € X N B. Finalmente substitui B pela
bola B = B, . As bolas B’ sao um nimero finito de bolas de réio €
cubrendo X.

e Todo espaco compacto é totalmente limitado, mas nao vale o viceversa
(olha (0,1) em (R, dg)).

0.0.2 Espacgos sequencialmente compactos

Seja (M, d) um espago métrico (ou (M, 7) topoldgico). Entao M é sequencial-
mente compacto, se toda sequéncia (z,) tem uma subsequéncia convergente.

Corolério 0.4. (Do Teorema de Bolzano-Weierstrass:) Em (R", dg),
um espago € sequencialmente compactos se € fechado e limitado.

Demonstragao. e Seja A C R™ limitado: entao toda sequéncia (x,) com
xr, € A para todo n é limitada.

e Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (z,,) tem uma subsequéncia x,,
convergendo para x € R"™.

e Finalmente, se A é fechado entao x € A, e assim A é sequencialmente
compacto.
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Teorema 0.5. Seja (M, d) um espago métrico. Entao sao equivalentes:

1. M € compacto,
2. Todo subconjunto infinito possui um ponto de acumulacao,
3. M é sequencialmente compacto,

4. M € completo e totalmente limitado.

Demonstracao. 1. Comencgamos vendo que, se M é compacto, entao todo
subconjunto de M possui um ponto de acumulacao.

e Seja X C M, assumimos X' = () e vamos ver que X ¢ finito.

e Sendo X’ = (), temos que X é um conjunto discreto.



Sendo X’ =0 e X = X U X', obtemos X = X.
Sendo X fechado num espaco métrico compacto, X é compacto.

Sendo X compacto e discreto, X é finito.

2. Vemos agora que, se todo subconjunto infinito de M possui um ponto
de acumulagao, entao M é sequencialmente compacto.

Seja (x,) uma sequéncia de pontos de M, queremos ver que possui
uma subsequéncia (x,, ) convergendo para z € M.

Se (x,) possuli um ndmero finito de termos, entdo pelo menos
um ponto x se repete infinitas vezes, e assim z,, = x é uma
subsequéncia constante e entao trivialmente convergente.

Se (x,,) possui um nimero infinitos de termos, entao o conjunto dos
termos X é um conjunto infinito e possui um ponto de acumulacao,
seja .

Define x,,, = X N Bg 1y, e X1 = {xm | m > ny}.
Define indutivamente x,,,, = X, N B(m,%), e Xpr1 = {zm | m >

Ng+41}, entdo (x,, ) é uma subsequéncia de (x,) convergente (con-
vergendo para x).

Vemos agora que, se M é sequencialmente compacto, entao é completo
e totalmente limitado.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Sendo M sequencial-
mente compacto, (x,) tem uma subsequéncia (x,, ) convergendo
para xz € M.

Sendo (x,) de Cauchy com uma subsequéncia convergente, temos
que (z,) também converge para o mesmo limite, e assim M é
completo.

Vamos ver agora que, para todo ¢ > 0, podemos cubrir M com
um numero finito de bolas abertas de réio e.

Fixado €, escolhamos z; € M.

Se M C B, ) temos acabado. Em caso contrario, existe o € M
tal que d(x1,z2) > €.

Se M C By, ) U B(a,,) temos acabado. Em caso contrario, existe
x3 € M tal que d(z1,x3) > € e d(xq,x3) > €.

Prosseguindo assim, temos duas possibilidades:



(a) chegamos a N tal que M C JY, B, ), € M é totalmente
limitado.

(b) obtemos uma sequéncia (z,) tal que, para todo m # n, d(x,, T,,) >
€. Mas esta sequéncia nao pode ter uma subsequéncia con-
vergente, pois (z,) ndo é de Cauchy assim que ninhuma sub-
sequéncia pode ser de Cauchy, e entao nem convergente.

Seja agora M completo e totalmente limitado, vamos ver que é com-
pacto.

e Seja, por absurdo, A = J, A, uma cobertura aberta que nao
possui subcobertura finita.

e Sendo M totalmente limitado, podemos cubrir M com uma reuniao
finita de bolas de raio 1, isso é: existem zq,..,z, € M:

M C B(xl,l) U...uJ B(zn,l)

e Sendo M C |J,, A, méas nao possuindo subcobertura finita, pelo
menos um B; N M nao possui subcobertura finita, seja By N M, e
seja xp seu centro.

e Sendo M totalmente limitado, By N M também é, assim podemos
cubrir-o com uma reuniao finita de bolas de raio 1/2. Percebe que
a distancia dos centros dessas bolas para x; é sempre menor que
1 (pois os centros pertecem a By N M C By = B, 1))

e Pelo menos um desses conjuntos, seja By N M, nao pertece a uma
reunido finita de A,. Seja X3 seu centro (assim d(z1,z2) < 1).

e Prosseguindo assim, obtemos uma sequéncia de subconjuntos fe-

chados de M:
BiNM>B,NMD>D... DBanD .
onde B; = By, 1/2¢), ¥; € M, e nenhum B; ¢ contido numa reuniao

finita de A,,.

e Os centros z; das bolas B; sao tais que, para todo i, d(x;, ;41) <
1/2i71 e assim formam uma sequéncia de Cauchy (z,): sendo M
completo, x, converge para x € M.

e Entao existe A, € A contendo z, e sendo A,,, aberto existe § > 0
tal que B,5 C Ap,.



e Para i grande bastante (de fato tal que 1/2° + |z — x| < ) temos
B; C B5) C Apg, € assim M ¢é contido numa reuniao finita de
A,,, absurdo.
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