Decimaoitava aula: Sequéncias de funcgoes

Vamos estudar agora sequéncias de funcoes. Seja X um conjunto, ¥ C X, e
(M, d) um espago métrico. A sequéncias de fungoes

fn: X —>M

z = (fu(2)) = (f1(2), fo(2), ..., ful2), ...)
converge pontualmente em Y para a fungao
f: X —>M,

e escrevemos f, — f pontualmente (ou limf, = f pontualmente) quando,
para cada x € Y, a sequéncia (f,(z)) = (fi(z), f2(x), ..., fu(x),...) converge
para f(z) em (M,d).

Isso é, para cada x € Y e € > 0, existe ng = n(x,€) tal que, para todo
n > ng temos fn(x) € B(f(),e), ou in outras palavras

d(fn(2), f(z)) <€

Exemplos:
1. Considere a sequéncia de fungoes
fn:R=>R
= (x/n)peny = (z,2/2, ..., 2/n,...),
esta sequéncia converge pontualmente em R para a fungao nula
f(z)=0.
De fato, fixado x € R e € > 0, seja ng = |x|/e + 1, entdo para todo
n > ng temos
|z]e

ds(fo(z), 1)) = di(z/n,0) = la/n] =|al/n < |al/mo = "

Perceba que ny depende de = e de e: nao podemos achar ny que valga
para todo x € R, mesmo fixando ¢ > 0. Por exemplo, seja e = 1 e
no > 0 qualquer: temos que em x = ng + 1 a sequéncia nao converge,
pois: podemos achar n > ng e x € R tal que |z/n| > 1 (ex: x = n+10),
assim que

dp(fu(x), f(z)) = dp(z/n,0) = |z/n] = |z|/n > 1.



2. Considere a sequéncia de funcoes
fn:[0,1] = R
T = (2" ey = (z, 2%, ..., 2", ...).

Esta sequéncia converge pontualmente em [0, 1| para a fungao:

0 on[0,1)
f(z):{ 1 onl

pois claramente para todo n € N, 1" = 1, e para todo z € [0, 1) temos
que a sequéncia (z™),en converge para 0. De fato, seja x € [0, 1), entao
existe a > 0 tal que

1
T = .
1+a
Sendo que (a + 1)=1 + na, obtemos
n 1 ., 1 1 1
it = ()" = < < —
1+a (14a)» ~ 1+na na
assim que, dado € > 0, podemos achar ny = é e assim para todo

n > ng temos
ds(fula), £(2)) = dp(a”,0) = "] < - < e

Por outro lado, dizemos que a sequéncia de funcgoes f, : X — M converge
uniformemente em Y C X para f: X — M, e escrevemos f,, — f uniforme-
mente (ou limf, = f uniformemente) quando, dado € > 0 existe ng = n(e)
tal que para todo x € Y temos

d(fu(x), f(2)) <€

Claramente, se f,, — f uniformemente entao f, — f pontualmente.
Exemplos:

1. A sequéncia de fungoes
fn:R—=>R

= (r/n)peny = (z,2/2,...,2/n,...),
converge uniformemente para a fungao nula em todo subconjunto limi-
tado de R. De fato, seja Y C R limitado, entao existe R € R tal que
Y C Bg(0,R), isso é, para todo x € Y temos |z| < R. Entao, dado
e > 0 seja ng = R/e, obtemos que para todo = € Y:

|z]e

ds(ful@), f(@)) = di(a/n,0) = |z/n| = |z]/n < |2]/ng = "o <.



2. Seja 0 < 9§ < 1, entao a sequéncia de fungoes
fn:[0,1=0] =R

T (2" ey = (2, 2%, ..., 2", ...)

converge uniformemente para a funcao nula. De fato, sendo que 1—9 €
(0,1), pelo exemplo 2 acima temos que (1 — §)" converge para zero.
Assim dado € > 0 existe ng tal que, para todo n > ng, |1 — 6" <€, e
assim para todo z € [0,1 — J] temos

dp(fu(x), f(x)) = 2" <[1 = 0" <

0.0.1 O espago normado de funcoes limitadas coa norma do sup

A convergéncia uniforme pode-se interpretada como convergéncia pontual
num espago métrico conveniente: o espaco normado de funcgoes limitadas coa
norma do sup. Seja X um conjunto, uma funcao

f: X —R"

¢é limitada quando existe K > 0 tal que, para todo x € X temos

1f @) =V (@)?+ ... + fu(z)? < K.

O conjunto das fungdes limitadas de X até R™ é indicado por B(X,R™).
Sejam f, g € B(X,R"), definimos a soma de f e g como:

f+9g: X —>R"

x— f(z)+ g(x).

Também definimos a multiplicacao escalar de f com ¢ € R como:
cf: X - R"

r— cf(x) = (cfi(z),....,cfu(x)).

Finalmente, a fungao zero em B(X,R") é a fungao
0: X —R"

z — 0.



Proposicao 0.1. O conjunto B(X,R™) das fun¢des limitadas de X até R™
¢ um espago vetorial coa soma e a multiplicagao escalar (definidas acima,).

Demonstracao. Exercicio.
m

Perceba que, se f € B(X,R"™), entao:

1Fllx = supaex |l (@)l = supsex v/ fi(@)? + ... + fu(@)?

¢ um numero real.
Definimos em B(X,R"™) a norma uniforme ou norma do sup como:
B(X,R") - R

f=fllx

Proposigao 0.2. A norma uniforme f — ||f||x ¢ uma norma em B(X,R").
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