Decimanona aula: O espaco normado de funcoes limi-
tadas coa norma do sup

Quarta feira a gente viu convergencia pontual e uniforme de sequéncias de
fungdes. Lembramos que, se X é um conjunto, Y C X, e (M, d) é um espago
métrico, a sequéncias de fungoes

fn: X —>M
z = (fu(2)) = (f1(2), fo(2), ., ful2), )

converge em Y para a funcao
f:X—>M

pontualmente quando, para cada x € Y e € > 0, existe ng = n(z,€) tal que,
para todo n > ngy temos

d(fn(2), f(2)) <€

em quanto converge uniformemente quando, dado € > 0 existe ng = n(e)
tal que para todo x € Y temos

d(fn(2), f(2)) <€

0.0.1 O espago normado de funcoes limitadas coa norma do sup
Seja X um conjunto, uma funcao
f: X —R"
7= (fi(@), s ful))

¢é limitada quando existe K > 0 tal que, para todo x € X temos

1f @)l = v/ fi(2)? + .. + ful2)? < K.
O conjunto das fungodes limitadas de X até R™ é indicado por B(X,R").

Proposicao 0.1. O conjunto B(X,R™) das fun¢des limitadas de X até R™
¢ um espago vetorial coa soma e a multiplicacio escalar (definidas acima,).

Definimos em B(X,R"™) a norma uniforme ou norma do sup como:
B(X,R") - R
F=1fllx



Proposigao 0.2. A norma uniforme f — ||f||x ¢ uma norma em B(X,R").

Demonstragdo. 1. Por definigao, temos || f||x = suprex/f1(2)2 + ... + fu(2)2 >
0 pois a norma euclideia é definida positiva.

2. Claramente ||0||x = 0. Por outro lado, para todo z € X temos por
definicao 0 < || f(x)]| < ||f]|x = 0, assim que para todo z € X temos
| f(z)|| = 0, e entao para todo x € X temos f(xz) =0, e f =0.

3. }|c”}7||)H< = suprex/ (cf1(2))2 + ... + (cfu(2))? = |e|supeex/[1(2)2 + ... + fu(z)? =
C f X-

4. Perceba que, para todo x € X, temos:

I(f +9) @) = [1f(2) + g@)| < NF @)+ [lg@)] < [[fllx + llgllx,

assim que ||f||x + [|g]|x é cota superior pelo conjunto {||(f + g)(z)]| :
x € X}. Daif obtemos

1+ gllx = sup{[|(f + g)(@)]| -z € X} < [[Fllx + llgllx-
O

Proposigao 0.3. Uma sequéncia (f,) em B(X,R"™) converge uniformemente
em X para f € B(X,R") sse

an - f”X — 07
150 €, sse para todo € > 0 existe ng tal que, para todo n > ny,

an - fHX <€

Demonstracao. e Seja (f,) uma sequéncia em B(X, R™) convergendo uni-
formemente em X para f € B(X,R"). Isso é, dado € > 0 existe
no = n(e) tal que para todo x € X temos

dp(fu(x), f(x)) = [|fu(z) = f2)] <€

which implies that

[fn = fllx = sup{l|(fn = N)(2)]| : 2 € X} <e.



e Seja (f,) e fem B(X,R"™), tal que
[fn = fllx =0,
entao para todo € > 0 existe ng tal que, para todo n > ny,

1fn = fllx <€,

e assim para todo z € X temos

[fn(@)=f (@)l = | (fa=D) ()| < sup{[|(fa=F) (@) - 2 € X} = [|fu=fllx <€
O
Exemplos:

1. Considere a sequéncia de fungées em B([0, 1], R)
fn:[0,1] = R

= (r/n)peny = (z,2/2,...,2/n,...),

temos que, se f =0,
1o = flloa = sup{l|(fo = f)(@)]| - = € [0,1]} =
:sup{|%—0| S [0,1]}:%—>O.

0.0.2 O espago métrico (B(X,R"),dx)

A norma uniforme em B(X,R") induz em B(X,R") a distancia uniforme:

dx(f,9) = IIf —9glx,

que vira B(X,R™) um espago métrico (B(X,R"), dx).
Sequéncias de Cauchy em (B(X,R"),dx)
Uma sequéncia (f,,) de fungoes limitadas

fo: X - R"

= (ful2)) = (fi(2), fo(), ...y ful2), ...)



diz-se uniformemente de Cauchy em X quando, para todo € > 0 existe ng € N
tal que, para todo n, m > ng, temos

1o = fmllx <e.

Em outras palavras, uma sequéncia (f,) de fungoes em B(X,R") diz-se
uniformemente de Cauchy em X quando é de Cauchy em

(B(X,R"), dx).

Toda sequéncia de func¢oes em B(X,R") convergente em X digamos para
a funcao f é de Cauchy, pois fixado €/2 existe ng tal que, se n, m > ny temos
1fo = fllx <€/2e|[fimn— fllx <€/2, e dal

an - fm”X S an - fHX + Hfm - f“X < €.
Também vale o viceversa:

Proposigao 0.4. Uma sequéncia de funcoes (f,) em B(X,R¥) que seja uni-
formemente de Cauchy em X ¢é uniformemente convergente em X.

Demonstracao. e Seja (f,) uma sequéncia de fungoes uniformemente de
Cauchy em X, entao fixado € > 0 existe ng tal que, para todo n, m >
ng, temos

Hf” - meX = Sup{H(fn - fm)(x)” HEUES X} < €.

e Assim para todo ¥ € X, a sequéncia (f,,(z)), é de Cauchy em R*, pois
para todo n, m > ng temos

[fn(@) = fn ()| = [ (fa=Fr) (@) < sup{[|(fa—Fm)(@)]| : 2 € X} = || fa—Finllx <€

e Entdo, para todo © € X, a sequéncia (f,(z)), converge, pois RF é
completo, (isso é por completude existe a € R* tal que lim,, f,,(z) = a).

e Sendo que para todo r € X a sequéncia (f,(z)), converge (em R¥),
define para x € X a funcao

f: X - R
r — f(x) = lim, f,(x)

(isso é, por completude existe a € R* tal que lim,, f,,(z) = a, definimos

f(x) = a)



e Vamos ver que a sequéncia de fungoes ( f,,) converge uniformemente em
X para f:

1. De fato, fixado € > 0 existe ng tal que, para todo n, m > ngy temos

[fn(2) = ()| < sup{[|(fo—fu)(@)]| : 2 € X} = [|fo—frmllx <€

2. Deixando x e m fixos, e deixando n tender para infinito, obtemos,

sendo f(x) = limy fn():
[f(z) = fm(@)| < (I = finllx <€

3. Assim, fixado € > 0 existe ng tal que, para todo m > ng e todo
r € X temos

If = fmllx <€
e fn, — [ uniformemente em X.
[
Dai:
Corolario 0.5. O espago métrico (B(X,R"),dx) é completo.
Demonstracao. 1. Reformulando o resultado anterior, temos que toda

sequéncia de Cauchy em (B(X,R"),dx) converge para uma funcao
f: X — R" Seolimite f : X — R" pertenece a (B(X,R"),dx), entao
toda sequéncia de Cauchy em (B(X,R"), dx) converge em (B(X,R"),dx),
e assim (B(X,R"),dx) é completo. Vamos ver que o limite f : X — R”

é em (B(X,R"),dx).

2. Seja € > 0 fixado, assim que existe ng tal que para n > ng
||f - anX <€,

3. entao para todo z € X e m > ng fixo temos:

LF @) = [l fm @) < @ = [ fm (@] < 1f(2) = fn(2)]] <
<SS = fmllx <€

4. Assim para todo x € X temos:

IF (@) < e+ fm(@)]]

e sendo f,, limitada, concluimos.
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