Aula veinte: continuidade

0.0.1 Resumen: sequéncias de fungoes

Na semana passada a gente estudou convergéncia de sequéncias de funcoes
num espago métrico.

1.

Uma sequéncia de fungoes f, X — M pode convergir para uma fungao
f: X — M de duas formas:

e pontualmente: para todo z € X e € > 0 existe ng = ng(z,€) tal
que para todo n > ng temos d(f,(x), f(x)) < €

e uniformemente: para todo € > 0 existe ng = ng(e) tal que para
todon > mng e x € X temos d(f,(x), f(z)) < €

Logo estudamos convergéncia uniforme de fungoes limitadas f,, : X —

R™.

Definimos no espago das fungoes limitadas B(X,R") de um conjunto
X em R" a norma do sup:

[/l == sup{[[f ()] - z € X}

Dessa forma tornamos B(X,R") num espa¢o métrico (B(X,R"),dx),
onde

dx(f,9) = If —gllx

. Vimos que uma sequéncia de funcgoes limitadas (f,) converge unifor-

memente para uma funcao f se e so se
||fn - fHX —?n—o00 0.

Finalmente, definimos sequéncias de Cauchy em (B(X,R"),dy), e pro-
vamos que toda sequéncia de Cauchy em (B(X,R"), dx) converge, seja
f: X — R” o limite.

Para provar que (B(X,R"),dx) é completo, s6 falta demonstrar que
f e B(X,R").

Teorema 0.1. O espaco métrico (B(X,R™),dx) é completo.

Demonstragao. 1. Temos que toda sequéncia de Cauchy em (B(X,R"), dx)

converge para uma funcao f : X — R”. Vamos ver que o limite

f: X —=>R"éem (B(X,R"),dx).
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2. Seja € > 0 fixado, assim que existe ng tal que para n > ng
If = fallx <,

3. entao para todo x € X e m > ng fixo temos:

LF @) = [l fm (@) < @ = (@] < 1f(2) = fn ()] <
<SS = fmllx <€

4. Assim para todo x € X temos:

IF @) < e+ [ fm(@)]]

e sendo f,, limitada, concluimos.

0.0.2 Resumen: nogao topoldgica de continuidade
Definigao 0.2. Sejam (X, 1) e (Y, 72) espacos topoldgicos, a fungdo
f:X—=>Y

é continua em a € X quando, para cada vizinhanca V de f(a) em (Y, ),
existe uma vizinhangca U de a em (X, 1) tal que f(U) C V. Se A C X,
entao f € continua em A se é continua em cada ponto de A.

Seja f~}(V) a imagem inversa de V:
ffV)y={ze X : f(z) eV}

entao f(U) C V é equivalente & U C f~1(V). Também percebam que, se
U C f~%V) é uma vizinhanga de a, entao f~*(V) é uma vizinhanga de a.
Assim podemos re-formular a definigdo como:

A funcao f : X — Y é continua em a quando para cada vizinhanca V' de
f(a) em (Y, 7p), f~1(V) é vizinhanga de a em (X, 7). Outra vez, se A C X,
entao f é continua em A se é continua em cada ponto de A.

Percebam que, nessa definicao, olhamos a continuidade em pontos do
dominio, isso é, localmente.

Por outro lado, o préximo Teorema nao considera continuidade num
ponto, mas no dominio de f entero. Por isso o Bartle bautizou a seguinte
resultado Teorema da continuidade global:



Teorema 0.3. Sejam (X, 1) e (Y, 72) espacos topoldgicos e seja f: X —Y
uma fungao. Sdao equivalentes:

1. f € continua (em (X, 1)),

2. para cada V aberto em (Y, 73), f~H(V) € aberto em (X, 1),

3. para cada K fechado em (Y, 1), f~H(K) € fechado em (X, T1).
Fungoes continuas preservam compacidade e conexidade:

Teorema 0.4. Sejam (X,7) e (Y,72) espacos topoldgico, f : X — Y
continua, e K C X. Entao:

1. Se K € conexo, f(K) é conexo;

2. Se K é compacto, f(K) é compacto.

0.0.3 Continuidade em espacgos métricos

Continuidade é uma nog¢ao topoldgica, isso é, como vimos a definicao é pu-
ramente topoldgica. Em espacos métricos, porém, a nocao de continuidade
é equivalente a classica nocao com € e § que a gente aprendeu na escola.
Também tem uma nocao de continuidade que utiliza successoes.

Teorema 0.5. Sejam (M,d), e (N,d') espagos métricos, e f: M — N uma
funcao. Entao sdao equivalentes:

1. f € continua em a € M;

2. para cada € > 0 existe 6 = §(€) tal que

d(w,a) < 6 = d'(f(x), f(a)) <

3. se (x,) € uma sequéncia em M convergendo para a, entio a sequéncia
(f(z,)) em N converge para f(a).

Demonstracao. e (1 = 2) Se f é continua em a, entdao para cada vizi-
nhanga V' de f(a), existe uma vizinhanga U de a tal que f(U) C V.
Uma vizinhanga de f(a) é um conjunto contendo um aberto, entao
podemos considerar estas vizinhanca como bolas abertas centradas em
pontos. Assim, sendo f continua em a, fixado € > 0 seja V' = B(a,¢€),
entao existe § > 0 tal que, sendo U = B(a,d) temos f(U) C V, assim
que d(z,a) < d = d(f(z), f(a)) <e.



(2 = 3) Seja (z,) uma sequéncia em M convergendo para a, assim que
fixado § > 0 existe ngy tal que para todo n > ng temos z, € B(a,?).
Entao para todo n > mng, temos que d'(f(x), f(a)) < € e f(z,) €

B(f(a),e€), e f(x,) converge para f(a).

(3 = 1<« =1 = =3) Se f ndo é continua em a, entao existe uma
vizinhanga V' de f(a) tal que para toda vizinhanga U de a, f(U) ¢ V,
assim que para toda vizinhanca U de a existe zy tal que f(zy) ¢
B(f(a),€). Define para todo n € N o conjunto U,, = {z € M |d(z,a) <
1/n}, entao para todo n, U, é vizinhanga de a, e assim para todo n
existe &, € U, com f(Z,) ¢ B(f(a),€). A sequéncia (Z,) converge
para a, en quanto ninhum elemento da sequéncia f(Z,) pertence a
B(f(a),€), assim que nao converge para f(a).

O

Desse teorema tiramos (trivialmente) um criterio para discontinuidade:
Criterio para discontinuidade: f: M — N nao é continua em a € M sse
existe uma sequéncia (x,) em M convergendo para a em quanto (f(x,)) em
N nao converge para f(a).

Exemplos:

Seja (M, d) qualquer, entao a fungao identidade f : M — M é continua,
prendendo § = e.

Demonstre a continuidade da fungao
f:R—=R

r — 2
Seja a € R e € > 0, queremos ver que existe 6 > 0 tal que, para
todo = € B(a,d), entdo f(x) € B(f(a),€), assim que queremos acotar
|f(z)— f(a)| = |2* —a®| = |z —a]|z +a|. Se a = 0, escolhemos § = \/e.
Se a # 0, entao |a| > 0, e perceba que:
[z —a| <la| = |z| <2lal, [z + a] < 2]+ [a] <3]al,
assim que, se | — a| < |a|, obtemos

[f(z) = fa)] = |2* — a®| = |z — allz + a| < |a3]a] = 3|al*.

Entao, fixado € > 0, podemos achar § = min{|a|,€/(3|a|*)}.



Proposicao 0.6. A aplicacao de duas funcgoes continuas € continua. Mds
precisamente, se f: M — N é continua em a € M, e g: N — P ¢é continua
em f(a) € N, entdo g € continua em a.

Demonstragao. Seja e > 0. Sendo g continua em f(a), esxiste A > 0 tal que,
para todo y € N,

d(y, f(a)) <A = d(g(y),9(f(a))) <e

Sendo f continua em a, existe 6 > 0 tal que, para todo x € M,

d(z,a) <e = d(f(x), f(a)) <A = d(g(v),9(f(a))) <e
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