Aula vinte e dois: Funcoes de Lipschitz, continuidade
uniforme, e contracoes

Proposicao 0.1. A composicao de duas fungoes continuas € continua.

Corolario 0.2. Toda restricao de funcao continua € continua.

0.0.1 Continuidade conjunta e separada

Podemos considerar uma fungao
f:R"—=R

xr = ($17$27 "7'rn) — Yy = f(a:lv "7$n)

como funcao de n varidveis, sendo que, para cada i, x; varia em R. Nesse
caso, f é continua no ponto & = (&1, ..,&,) se para cada € > 0 existe § > 0
tal que:

d(z, ) = /(21 —21)2 + .. + (2, — 2,)2 < 0 = d(f(x), f(2) = |y — 9] <e.

Por outro lado, f é continua no ponto & = (1, .., &,) relativamente a
primera variavel quando a func¢ao

flodzdn) LR — R

r—y=flz,21,..,Tn)

é continua no ponto x = I, e analogamente se define continuidade respeito
as outras variaveis.

Se f for continua relativamente a toda variavel, f se chama de conti-
nua separadamente em relacao a cada uma das suas variaveis. Se f for
continua, entao é continua separadamente em relacao a cada uma das suas
variaveis, mas a reciproca é falsa. Controexemplo:

f:R* =R

[ A se (ny) # (0.0
(%y)_)f(f’”’y)_{ 0 se(z,y)=(0,0)

é separadamente continua em zero, mas nao é continua em zero.



0.0.2 Exemplo de fungoes continuas

Exemplos de fungoes continuas:

Seja (M, d) qualquer, entao a fungao identidade f : M — M é continua,
prendendo § = e.

Se (M,d) é um espago métrico discreto, toda a fungao f: M — N é
continua.

A funcao
f:R—=R

x— x?

é continua. Em geral, polinomios sao continuos.

Seja V' um espago vetorial normado, a multiplicagao:
m:RxV =V

(c,x) > c-x

é continua em cada subconjunto limitado de R x V' (na métrica do max:
se (z,c) € R x V, entao d((c,x),(0,0)) = maz{dg(c,0),dy(z,0)} =
maz{|c|, [lz]lv})

Funcgoes de Lipschitz.

Contragoes fracas. Uma funcao f: M — N tal que

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

chama-se de contragao fraca. Uma contracao fraca ¢ uma fungao de
Lipschitz com constante de Lipschitz ¢ = 1, e entao é continua.

Seja V' um espaco vetorial normado, entao a norma
I:v—-==R

é uma contracao fraca, e assim é continua.

Seja V' um espaco vetorial normado com norma |||y e a métrica indu-
zida dy, e define no produto cartesiano V' x V' a norma:

HHVXV:VXV—}R



(@, 9) = llz + yllvey = llzllv +[lyllv

Entao no espago normado V' x V' coa norma ||||y«y e a métrica induzida
dy v, a soma

s:VxV-=sV
(z,y) > x+y

é uma contracao fraca, e assim é continua.
Em particular, a soma é continua em R".

0.0.3 Funcgoes de Lipschitz, continuidade uniforme, e contragoes

Uma funcao f: M — N pela qual existe ¢ > 0 tal que, para todo z, y € M

d(f(z), f(y)) < cd(x,y)

chama-se fungao Lipschitz (e ¢ é a constante de Lipschitz). Como vimos
sexta feira, fungoes Lipschitz sdo continuas, pois fixado € > 0, seja § = €/c,
entao

d(z,y) <= d(f(2), f(y)) < cd(z,y) <e

Assim, ¢ depende s6 de € e da constante de Lipschitz, nao do ponto!!.
Entao, funcoes de Lipschitz sao mas que continuas, sao uniformemente
continuas (o contrario é falso: controexemplo: f(z) = +/z em ((0,1),dEg)).

Definigao 0.3. Seja f : M — N, onde (M,d) e (N,d') sdo espa¢os métricos.
Entao f € uniformemente continua em A C M se para cada € > 0 existe
0 > 0 tal que, para todo x, y € A:

d(z,y) <6 = d(f(z),f(y)) <e

Fungoes uniformemente continuas sao continuas, en quanto fungoes con-
tinuas nao sao necessariamente uniformemente continuas. Porém, em com-
pactos, fungoes continuas sao uniformemente continuas:

Teorema 0.4. Seja f : M — N uma funcdao continua entre espacos métricos
(M,d) e (N,d"). Se K C M ¢é compacto, entao f € uniformemente continua
em K.

Demonstracao. 1. Seja f continua em todo ponto do comjunto compacto
K, entao dado € > 0 e x € K, existe 0 = d(e/2, ) > 0 tal que

d(z,y) <6 = d'(f(z),f(y) <e



. Para cada x € K, considera a bola aberta:

B(z,d(e/2,2)/2) ={ye M : d(z,y) < 0/2}.

. Assim temos que a uniao destas bolas B(z,d/2), com z € K, é uma
cobertura aberta de K, isso é:

KcB=|]J B(x,0/2).

zeK

. Sendo K compacto, existe uma subcobertura finita de B cubrendo K,
isso é, existem x4, .., x, tal que

K C B(x1,01/2 =6(€¢/2,21)/2) U...U B(xy,,0,/2 = (¢/2,1,)/2).
. Define

5= 5(e) = %mf{al  5(e)2,31)s B = (€/2,20)/2)}.
. Sejam agora zy € K tal que d(z, y) < 0, e vamos ver que d'(f(z), f(y)) <
€.

. Por construgao, existe i € [1,n] tal que d(z;,y) < §;/2 = 6(€/2,2;)/2,
pois y € K.

. Sendo que 6 < d;/2, temos pela desigualdade triangular:
d(z,z;) < d(z,y) +d(y, ;) < 0;/2+ ;)2 = 6; = 0(€/2, 7;)

. Sendo f continua, temos que

d'(f(x), f(z:)) < €e/2 e d(f(y), f(z:)) <e/2

e assim utilizando a desigualdade triangular obtemos:

d'(f(x), f(y)) < d'(f(z), f(z:)) +d'(f(y), f(2:)) <€e/2+€/2=¢
O

Contracoes em espagos métricos completos.
Uma fungao de Lipschitz f : M — N entre espagos métricos (M,d) e (N, d’)
¢ uma contragao (ou contragao forte) quando a constante de Lipschitz ¢
satisfaz ¢ < 1. Contragoes num mesmo espago métrico f : M — M tal que
(M,d) é completo presentam uma propriedade importante: tem um ponto
fixo, isso é, um ponto = € M tal que f(z) = x.
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Teorema 0.5. Teorema do ponto firo de Banach. Seja (M,d) um
espago métrico completo (e nao vazio) f : M — M uwma contragdo, entio f
presenta um ponto fixo, Uunico.

Demonstracao. 1. Sabemos que existe ¢ < 1 tal que, para todo =, y € C
temos

d(f(z), f(y)) < cd(z,y).

Seja x; € M, e define x9 = f(z1), assim de definir inductivamente a
sequéncia (x,,), onde:

Tpt1 = f(zn), n € N.

2. Precisamos demonstrar que a sequéncia (z,) converge, pois o limite
Z val ser o ponto fixo f(Z) = Z. Sendo (M,d) completo, é bastante
monstrar que (x,) é de Cauchy.

3. Para isso, observamos que:
(23, 2) = d(f(22), f(21)) < cd(22, 71),

assim que, inductivamente:

(i1, 20) = d(f(20), f(201)) < cd(@n, @01) < (a2, 21).

4. Entao, se m > n, temos que pela desigualdade triangular d(z,,, z,) é
menor igual da distancia entre z,, e z,,_1, mas a distancia entre este
ultimo e o anterior, e seguindo até chegar & x,,, isso é:

AT, n) < d(Tmy Tino1) + A(T—1, T—o) + .. +d(zn + 1, z,) <

_ Cnfl(cmfZ*(nfl) + Cm*3*(”*1) + ...+ 1)d(l’2,331) =

< (cm_2 +cm—3+4+...4+cn— 1)(d(952>$1) -

m—n—1 . fe’) .
= c”’l(znzo )d(xg, 1) < c"’l(znzocl)d(x%xl) =
— s m) = C ()
=cC 1—¢ T2, Ty T 1_¢ T2, T

que converge a zero pois ¢ < 1.

5. Vamos ver agora que o ponto fixo é tinico. Sejam Z e y dois pontos
fixos, entao

d(z,9) = d(f(2), f(9)) < cd(Z,9),

assim que, se T # gy, ¢ > 1, absurdo.



0.0.4 Homeomorfismos

Um Homeomorfismo é uma fungao continua
f:M—N

tal que a inversa
ff'"N=>M

também ¢é continua.

Exemplos:

¢ Homeomorfismos entre bolas. Seja VV um espaco vetorial normado,
xr €V el#ceR, temos que as fungoes:
1. translacao t, : V — V, v — v+ x,
2. homotetia m.: V —-V v —c-x,
3. suas inversas (t,) ' =t_,:V =V, v —v—ux,
4. (me)t=mype: V-V, o a/c
sao continuas, assim que translagoes a homotetias sao homeomorfis-

mos. Entao, duas bolas abertas qualquer B(z,c) e B(y,d) sao home-
omorfas. De fato, o homeomorfismo é a funcao:

¢p=tyomgot_,: E—E
pois:

1. t_.(B(z,c)) = B(0,c),
2. mq(B(0,c)) = B(0,d),
3. t,(B(0,d)) = B(y,d).

Da mesma forma, duas bolas fechadas qualquer sao homeomorfas.



