Aula vinte e tres: Homeomorfismos
Na tultima aula a gente demonstrou 2 teoremas importantes:

Teorema 0.1. Seja f : M — N uma funcao continua entre espa¢os métricos
(M,d) e (N,d"). Se K C M é compacto, entio f é uniformemente continua
em K.

Teorema 0.2. Teorema do ponto fizro de Banach. Seja (M,d) um
espago métrico completo (e nao vazio) f: M — M wma contragdo, entdo f
presenta um ponto fixo, Uunico.

E também lembramos a diferéncia entre continuidade conjunta e separada,
no caso de fungoes de mais varidaveis (f : R™ — R). Antes de estudar
homeomorfismos, consideramos brevemente o caso ’inverso’: funcoes de um
espaco métrico até um produto cartesiano de espagos métricos.

0.0.1 Continuidade de projecoes p; : My x My x ... X M,, — M, e de
fungoes f: M — N x P

Lembramos que, se (M,d) e (N,d') sao espagos métricos, o produto car-
tesiano M x N é o conjunto formado das duplas p = (m,n), com m € M
en € N. Tem varios tipos de métricas que podemos definir no produto
Cartesiano M x N:

a métrica da soma dy«n(p,p') = d(m,m’) +d(n,n’),

a métrica do max dywn(p,p’) = max{d(m,m’),d(n,n")},

a métrica dys,n(p,p') = Vd(m, m')?2 + d(n,n')?,

e estas métricas sao topologicamente equivalentes.
A projecao
Pm i M X N — M

(m,n) = pm(m,n) =m

é continua em cada uma das métricas, pois é contragao fraca em cada uma
das métricas (monstramos utilizando em M x N a métrica do max):

d(pm(m,n), pm (1, n)) = d(m,m) <

< dyxn((m,n), (m,n)) = mazx{d(m,m),d(n,n)}.

Da mesma forma demonstra-se que p,, é continua, e mas geralmente que para
cada v = 1,..,n, é continua a projecao

Di - My x My x ... x M, — Mi, T = (.I‘l, ..,.CL’n) —>pZ<SL’) =Z;.



Sejam agora (M, d), (N,d') (P,d") espagos métricos, e considere a fungao:
fiM - NxP

m — f(m) = (n,p) = (fi(m), fa(m)).

As fungoes f; : M — N e fo : M — P se chamam coordenadas de f, e
escrevemos (as vezes) f = (f1, f2). Considerando as projegoes

pn: NXP—=N,ep,: NxP—P

obtemos
flzpnof7 ef2:ppof7

assim que, se f é continua, suas coordenadas fi, fo também sao. Vale o
viceversa:

Proposicao 0.3. A fun¢io f : M — N x P é continua (em mg € M) sse
suas coordenadas fy : M — N e fo: M — P sdo continuas (em mgy € M ).

Demonstracao. e Claramente se f é continua suas coordenadas também:
vamos ver o viceversa.

e Consideremos dyxp((n,p), (n,p") = maz{d'(n,n"),d"(p,p")}.
e Assim, dado € > 0, sendo f; e fy continuas, existem d; e o tal que:
d(m,mg) < 01 = d'(f1(m), f1(mo)) = d'(n,ng) < €
d(m,mg) < b2 = d"(f2(m), f2(mo)) = d"(p, po) <.
e Seja & = min{dy,ds}, entao:
d(m,mg) <6 = dnxp(f(m), f(mo)) = max{d (n,no),d"(p,po)} < €.
U
0.0.2 Homeomorfismos
Um Homeomorfismo é uma funcao continua
f:M—N

tal que a inversa
N> M



também é continua.

Bijecao nao é necessariamente homemomorfismo.

Perceba que, se
f:M— N

m —n = f(m)

é bijetiva (injetiva e sobrejetiva), entao existe a funcdo inversa
' N> M
n=f(m)—=m

Em tudo caso, uma func¢ao continua e bijetiva nao é necessariamente um
homemomorfismo, pois a inversa nao é necessariamente continua, como o
proximo exemplo monstra.

Exemplo:

Considere
St ={(z,y) € R*|2* +y* = 1}.

A funcao
f:[0,27) — S

t — (cos(t), sin(t))
é continua, pois suas coordenadas sao continuas, e é bijetora com inversa:
o1 gl
g=f":S" —=0,2m)

z = (cos(t), sin(t)) — t = g(z),

porém nao é um homeomorfismo, pois a inversa nao é continua no ponto

z=(1,0).
e De fato, temos que g(2) = 0.
e Define a sequéncia n € N, t,, =27 — 1/n, z, = (cos(t,), sin(t,)).

e Temos
Z, — 2, quando n — 00,

e g(a) # 9(2), pois ¥n € N, |g(22)—g(2)| = [ta—0] = [27—1/n| > .

Alternativamente, afirmo que S! é compacto em R?, assim que ¢ = f~! nao
pode ser continua, pois sua imdgem [0, 27) ndao é compacta em R.
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e Para ver que S! é compacto, por o Teorema de Heine-Borel temos que
ver que ¢ fechado e limitado.

e Sendo S' claramente limitado, vamos ver que é fechado em R2.
e Para isso, repare que a funcao
F:R* =R

(z,y) = 2° + ¢

¢ continua em (R?, dg) (assim que preimagem de fechados é fechado),
que {1} é fechado em (R, dg), e que S' = F~1(1).

0.0.3 Exemplos de homemomorfismos

1. Exemplos:
e Homeomorfismos entre bolas. Seja VV um espago vetorial nor-
mado, x € V e 0 # ¢ € R, temos que as fungoes:
(a) translacao t, : V =V, v — v+ z,
(b) homotetia m.:V =V, v —c-x,
(c) suas inversas (t,) ' =t ,:V =V, v—>v—uzx,
(d) (me)t=myye: V=V, 0v—x/c

sao continuas, assim que translagoes a homotetias sao homeo-
morfismos. Entao, duas bolas abertas qualquer B(z,c) e B(y,d)
sao homeomorfas. De fato, o homeomorfismo é a funcao:

(p:tyomd/cot,m:v—)V

pois:

(a) t_o(B(z,c)) = B(0,¢),

(b) mae(B(0,<)) = B(0,d)

(¢) £,(B(0,d)) = By, d).

Da mesma forma, duas bolas fechadas qualquer sao homeomorfas.
e No exemplo anterior, tinhamos dois conjuntos B(z,c) e B(y,d)

num espaco normado V', e um homeomorfismo

¢=tyomgot_p: V=V

¢(B(z,c)) = By, d).

Isso de fato implica duas coisas:
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(a) as bolas B(x,c) e B(y,d) sao homeomorfas,

(b) estas bolas estao topologicamente situadas da mesma
manera em V.

Vamos ver agora um exemplo de conjuntos X, Y C V homeomor-
fos, méas situados de forma diferente em V.

Sendo concretos, sejam (V,dy) = (R,dg) e X = [0,1] U {2, 3},
Y = [5,6] U {4, 8} coa métrica induzida. Define

h: X —=Y
r+5 sexel01]
r — h(z) = 4 sex =2
8 sex=3

E facil ver que h é continua, pois é continua em [0, 1], e nos pontos
isolados {2} e {3} (pois s@o pontos isolados). Similmente, a inversa
¢é continua. Porém, nao existe um homeomorfismo f : R — R tal
que f(X) = (Y), pois toda fungao injetiva f : R — R é mondtona.

Toda bola aberta em espacgo vetorial normado é home-
omorfa ao espago mesmo. Seja (V,]|||) um espaco vetorial
normado. Ja sabemos que as bolas sao homemomorfas entre
elas, assim que basta provar que V' é homeomorfo a bola aberta
B = B(0,1). Considere a funcao

f:V—-B
x
ERSEaEk
Sendo:
(a) a fungao norma |||| : x — ||x|| continua em V',

(b) a soma continua (e em particular a soma em R),

(¢) a multiplicagao por escalar continua (e 1/(1 + ||z||) € R)

a funcao f é continua em V. Sendo que, para todo x € V,

If @I = ==

Y

o contra-dominio é B. Definimos agora

g:B—=>V

y
1=yl

Yy —



Sendo y € B = |ly|]| < 1, a fungdo g : B — V é continua pois a
funcao norma, soma e multiplicacao escalar é continua. Também,
uma conta facil monstra que, para todo y € B, temos f(g(y)) = v,
e para todo z € V temos g(f(z)) = x, assim que g = f~le [ é
um homeomorfismo.

Em particular, todo intervalo aberto limitado é homeomorfo
a R. De fato, todo intervalo aberto em R é homeomorfo a R, pois:

f:R = (a,0)
r—a+e’
é continua com inversa continua dada por
g:(a,00) = R

y — log(y — a);

e também
h:R — (—o00,b)

r—b—e

¢ continua com inversa continua dada por
k:(—o0,b) = R

y — —log(b—y).
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