Aula vinte e cinco: Funcoes lineares
0.0.1 Resumo: Homeomorfismos
Um Homeomorfismo é uma fun¢ao continua

f:M—N

tal que a inversa
ff':N=M

também é continua.

Bijecao nao é necessariamente homemomorfismo (Controexemplo:
f:00,2m) = S, t — (cos(t), sin(t)))

e Bolas abertas num espaco normado sao homeomorfas,
e bolas fechadas num espaco normado sao homeomorfas,
e bolas abertas num espaco normado sao homeomorfas ao espaco entero,

e cm particular, o intervalo (0,1) é homemomorfo a R.

0.0.2 Resumo: Continuidade uniforme

Seja f : M — N, onde (M,d) e (N,d’) sao espagos métricos. Entao f é
uniformemente continua em A C M se para cada € > 0 existe d > 0 tal
que, para todo x, y € A:

d(z,y) <o = d(f(z), f(y) <e

Funcgoes de Lipschitz sao uniformemente continuas!

e Se f: M — N ¢ funcao continua e K C M ¢ compacto, fx ¢ unifor-
memente continua;

Por outro lado, uma sequéncia de fungoes f,, : M — N converge unifor-
memente para f : M — N se para todo € > 0 existe ng tal que, para todo
n > ng, x € M temos d(f,(z), f(x)) < e.

e O limite uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas é continuo.



0.0.3 Funcoes lineares

Sejam V' e W espacos vetoriais reais. Dizemos que
T:V—=>W
¢ uma funcao linear se, para todo u, v € V e todo a € R temos:
L. T(u+v)=T(u)+T(v),
2. T(a-u) =aT(u)
ou escrito mas brevemente:
T(au+ bv) = aT(u) + bT(v).

Percebam que segue, se T': V' — W é linear e Oy é o vetor nulo de V' e
Ow ¢ o vetor nulo de W, temos

T(0y) =T(0-0v) = 0T(0v) = Ow,

assim que uma trasformacao linear envia zero em zero. E muito facil
demonstrar que se zero ¢ a Unica preimagem de zero, entao 1" é injetiva.

Proposigao 0.1. Se T : V. — W ¢ injetiva sse T(x) = 0w = x = Oy

Demonstragao. e T injetiva implica T'(x) = Oy = = = Oy.
Sendo que aplicagoes lineares enviam zero em zero, se T' € injetiva entao
T(x) =T(0) implica x = 0.

o T(z) =0y = x =0y implica T injetiva.
Por outro lado, se T' nao é injetiva, entao existem =z # y € V tal
que T'(z) = T(y), entao pela linearidade temos Oy = T'(z) — T'(y) =
T(x —y), assim o vetor z —y # Oy ¢é tal que T'(z —y) = Ow.
[

0.0.4 Continuidade das funcoes lineares

Teorema 0.2. Sejam V e W espacgos vetoriais normados, e T -V — W
linear. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. T € continua,
2. T ¢é continua em Oy € V,

3. existe ¢ > 0 tal que ||T'(v)|| < ¢ para todo v € V,
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4. existe ¢ > 0 tal que | T(v) — T(w)|| < c||v — w|| para todo v, w € V,

Demonstracao. Vamos provar 1 = 2 = 3 = 4 = 1, assim que temos que
provar 2 = 3 = 4, pois se T' é continua também ¢é continua em Oy, e se
existe ¢ > 0 tal que ||T'(v) — T'(w)]|| < ¢|]jv — w|| para todo v, w € V entao T
¢é Lipschitz e assim continua.

e A implicacao 3 = 4 é bem fécil: sendo T linear, temos
IT(v) = T(w)|| = [T(v - w)l],
e sendo u —w € V, por (3) temos

I7(v) = T(w)]| = [T(v = w)|| < ellv = wl].

e Vamos ver 2 = 3.

— Sabemos que 1" é continua em 0 e que 7'(0) = 0, assim que para
e = 1 existe § > 0 tal que

o =0l = vl <= [T(v) =TO) = [[T(v)] <1.
— Seja agora ¢ > 1/ qualquer, e temos
T0)=0=c-0

assim que (3) ¢ certa em zero.

— Vamos ver que (3) é certa para v # 0. Temos

v

1
||:—<6:>T(L)<1,
C

I
clv]|

cl[vll
entao pela linearidade temos

v T(v)

) = <leT(v) <.
o7 cllv]]

7(
O

Corolario 0.3. Sejam V e W espacos vetoriais normados, o mapa linear
T :V — W € continuo se e so se é limitado na bola unitdria, isso €, sse

existe finito
l= sup [T(z)].

z,[|lz) <1
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Demonstracao. Se T é continua, entao existe ¢ > 0 tal que, para todo x € V,
temos

1T ()] < cllll,

assim que isso também vale na bola unitaria, e assim para todo z € V' com
|z|| <1 temos
1T ()|} < cllzf] < e

Assume agora que T seja limitada na bola unitaria:
|T(x)|| <1 para todo z : ||z|| <1,
entdo para todo x, y € V' temos (escrevendo x —y = ||z — y||ﬁ)

IT(z) =Tl = IT(z = y)ll = (= - y)||||T($+zH)|I < Tz = vl

Iz

assim que T é Lipschitz, e entao continua. O

0.0.5 Representacao matricial

Seja T : V — W uma funcao linear entre espacos de dimensao finita V e W,
seja ey, .., e, uma base ordenada de V' e wy, .., w,, uma base ordenada de W.
Temos, para todo k € [1,n]

m

T(er) = a1 pwy + .. + G Wy, = E a; pW;
i=1

assim, que, se v = c1e1 + .. + ¢,e,, pela linearidade temos:
T(v) = T(crer + .. + cuen) = T (e1) + .. + e T(en) =

= c1(a 1wy + o F G Wi) + . F (@1 w1 + o F A W) =

m m n m
= E A Wi + ... + Cp E A Wi = E Ck E Qg | Wy
i=1 i=1 k=1 i=1

Isso é, podemos representar a funcao linear 7" por meio da matriz A
formada pelos a; :

11 Q12 a3 ... Qainp

21 G292 G23 ... dzn
A=

m,1 Gm2 Gm3 ... amn



e obtemos

n m m n
T(v) = E C E a; Wi = E E cpa; pw; = Av
=1

k=1 i=1 k=1

Em particular, se V =R" e W = R™ temos
m
r=ce+ .. +ce, €ERY T(x) = Z crbi pw; = Br =

Nesse caso, seja

e sendo que, para todo k € [1,n],
|ck| < |z,

obtemos, para i € [1,m]

n n
Y = chbhkwi, entao |y;| = ]chbi,kl <|erbia| + .. + |enbin| < nM|zx|.
k=1 k=1

Sendo que

obtemos
ly| = T (x)] < /mn2M?|z|?,
ou em outras palavras

T(2)| < VmnM|zl.
Temos demonstrado o seguinte Teorema:

Teorema 0.4. Toda funcao linear T : R™ — R™ € continua.

Observagao: De fato, toda funcao linear entre espacos normados de
dimensao finita é continua.
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