Aula vinte e seis: Diferenciabilidade

Lembramos que uma funcao
f:R—=R

possui uma derivada em ¢ € R quando existe o limite

f(x) = J(c)

)
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ou equivalentemente quando, para todo € > 0 existe § > 0 tal que
(z) — f(o)
x—c
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por L € R. Nesse caso escrevemos f'(c¢) = L.
Equivalentemente, f é derivavel em ¢ € R quando existe L € R tal que

Lo Fe+h) = £

h—0 h

=L,

e escrevemos f'(c¢) = L. Assim, se f é derivavel em ¢ € R, podemos definir

Lleth)=f(e) _ 41
s ={ T IO R

e entao aproximar f numa vizinhanca de ¢ com
Fle+h) = F(O)h+ B, hh+ f(c) = F(c) + f/(c)h+ Blc, h)h,
que é a formula de Taylor (da primera ordem) para aproximar f(c+h)— f(c)
por meio de f'(h). El erro é E(c, h)h, e temos
lim E(c, h) = 0.
h—0
Esta é a propriedade essencial da derivada (num ponto): é uma apro-

ximacao linear da fun¢ao (no ponto). Assim, com esta ideia podemos esten-
der a defincao de derivada no caso de mais variaveis:

Definicao 0.1. Seja

f:R" = R™,
dizemos que f € diferencidavel no ponto c € R™ se existe uma funcgao linear
T.: R" — R™
tal que
fleth) = f(e) +Te(h) + |h|E(c, h),
com
lim E(c, h) = 0.
h—0



Equivalentemente, dizemos que f : R™ — R™ ¢é diferenciavel em ¢ € R"”
quando existe uma fungao linear T, : R” — R™ tal que, para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que

[z —cf <d=|f(z) = flc) = Telc —2)| < e

ou também

h| <6 = [f(c+h) = flc) = Te(h)| < elh]

Assim, se f é diferenciavel em ¢ € R", podemos aproximar f numa vizi-
nhanca de ¢ com

fle+h) = f(c) + T.(h) + |h|E(c, ),
isso, é, podemos aproxima-la coa funcao afim
Alc+h) =T.(h) + f(c)

(uma fungao afim é a composta de uma fungao linear com uma traslagao).
Vamos ver que a derivada, se existir, é tinica:

Proposicao 0.2. Seja
f:R" = R™,

c € R". A funcao f tem como mdzrimo uma derivada em c.
Demonstracao. Suponha que temos duas funcoes lineares
T :R" - R™ T,:R" = R™,
tal que:
|l <6 =1f(c+h) = f(c) = Ta(h)| < elhl e |f(c+h) = f(c) = Ta(h)| < €|h]
Assim temos, para todo € > 0 e h € R" com |h| < §:
0 < [Ti(h) = Ta(h)] = [Ty(h) — f(c+ )+ f(c) + fle+h) — f(e) - Ta(h)| <
< ITi(h) — fle+h)+ (O] + [f(c+R) — f(e) - Ta(h)| =

=[fle+h) = fle) = Tu(h)| + [f(c+ h) = f(c) = Ta(h)| < 2e|h].

Suponha agora T # T5, entao existe z # 0 tal que T1(z) # Ta(z) (pois,
sendo T} e T lineares, temos 77(0) = 0 = 75(0)). Define
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e percebe que, pela linearidade,

STy (2)
2|z|

STy (z)
2|2|

T1(2) # To(2) = Ti(20) = 7 = T3(20)-

Assim, para todo € > 0 temos
|20] < d =0 < |T1(20) — To(20)| < 2€|20],
assim que T7(zp) = T(zp), contradigao. O
Exemplos:
1. Seja ¢ € R™, e considere a fungao constante:
f:R"—=R™
xr —c.

Entao, para todo xy € R"™ temos f(x) — f(y) = 0. Assim que f é
diferencidvel em cada ponto z € R", com f'(x) = 0.

2. Considere uma fungao linear
T:R" —R™
Para todo z, y € R™ temos
T(x) =T(y) = T(x—y) =0,
assim que T é diferencidvel em R" e T" =T

Vamos ver agora que uma funcao diferenciavel é continua:

Proposigao 0.3. Seja
frACR" - R™

diferencidvel em ¢ € A, entao existem § >0 e K > 0 tal que
[z = <0 =|f(x) - flc)| < K|z —d.

Em particular, f € Lipshitz numa d-vizinhanc¢a de ¢, assim que é continua
em c.



Demonstracao. Temos que, se f é diferenciavel em ¢, para e = 1 existe § > 0

tal que
[z —cl <d=[f(x) = flc) = Te(x — )| < 1|z =],

e sendo
(@) = f() = |Te(z = o) < |f(z) = fle) = Te(x — )| < |z — ],

obtemos

[f (@) = fle)| < |Te(z = )| + [& = ¢f.
Sendo T, : A C R" — R™ funcao linear entre espacos de dimensao finita,
existe B > 0 tal que, para todo x, y € A

|Tc(x) - Tc(y)| < B|l‘ - y|,
assim que
[f(@) = fl)| <|Te(z — o) + o — ¢ < Ble —c| + v —¢| = (B+1)|z — .

O



