Aula vinte e sete: Diferenciabilidade vs derivadas par-
ciais
Na aula passada, a gente identificou a propriedade essencial da derivada (num

ponto): é uma aproximagao linear (afim) da fun¢do (no ponto). Assim, com
esta ideia podemos estender a defincao de derivada no caso de mais varidveis:

Definicao 0.1. Seja
f:R"—= R™,

dizemos que [ € diferencidvel no ponto ¢ € R" se existe uma fungao linear
Df.:R" - R™
e uma fungao vetorial

E(c,") = E.:R" - R™

tal que
fle+h) = f(c)+ Dfe(h) + |h|E(c, h),
|flzi\I£0E(c’ h) = 0.

Assim, se f é diferenciavel em ¢ € R", podemos aproximar f numa vizi-
nhanca de ¢ com

fle+h) = f(c)+ Dfe(h) +[h|E(c, h),
isso, é, podemos aproxima-la coa funcao afim
A(c+h) = Dfe(h) + f(c)

(uma funcdo afim é a composta de uma fungao linear com uma traslacao).
Perceba que, de

flet+h) = f(e) + Dfe(h) + |h|E(c, h),

obtemos
fle+h) = fle) = Dfe(h)
|h

Assim podemos escrever a definicao anterior da forma seguinte:

= FE(c,h).



Definicao 0.2. A funcao f : R" — R™ ¢ diferencidvel no ponto ¢ € R"
quando existe uma funcao linear D f.: R™ — R™ tal que

po JeH 1) = £(0) = Df)
|h|—0 |h|

=0,

i.e, para todo € > 0 existe 6 = §(€) > 0 tal que

<5 LR =L =IO e (e 0~ D10 <

(Perceba que, nesse dltimo caso, h pode ser zero, e nesse caso D f.(h) =0).

Chamando y = ¢+ h, podemos dizer que f : R" — R™ ¢ diferenciavel em
c € R" quando existe uma funcao linear D f, : R" — R™ tal que, para todo
€ > 0 existe 0 = d(e) > 0 tal que

ly—c|l <d=1[f(y) = flc) = Dfely—c)| <e-|ly—cl,
ou de forma mais compacta

i W = fl&) =Dfely—¢o) _,

y—e ly — ¢

(Percebe que a tinica diferenga entre forma original e compacta é que, na
original, y pode ser igual a ¢, em quanto na compacta nao). Notagao: As
vezes, indicaremos D f, como f'(c).

Na aula passada a gente demonstrou:

e Uma fungao f : R" — R™ tem em ¢ € R"” como maximo uma derivada
(a derivada, se existir, é unica).

e Seja
f:ACR"—-R™

diferenciavel em ¢ € A, entao existem 6 > 0 e K > 0 tal que
[z —cf <0=|f(x) - flc)| < K|z — .

Em particular, f é Lipshitz em ¢, assim que é continua em ¢ (uma
funcao diferenciavel é continua)



Observacao Uma funcao f : R® — R™ diz-se Lipshitz em ¢ € R" quando
existem constantes C' > 0 e § > 0 tal que

[z = <= |f(x) = fle)] < Clo—cl

Uma funcao f : R" — R™ é localmente Lipshitz se para todo = € R" existe
M >0ed >0 tal que

lz -yl <d=[f(x) = f(y)] < Mz -y

(equivalentemente -usando a desigualdade triangular- uma fungao ¢ L.L em
¢ se é Lipshitz numa vizinhanca de ¢. Isso é, C =2C > 0e § > 0 tal que

v —clly—c| <= [f(@) = fy)l = |f(2) = () + f(e) = fy)| < Clz —y].

) Uma funcao pode ser localmente Lipshitz em todo ponto, mds nao ser
Lipshitz, pois pode nao ter uma constante que funcione para todo mundo.
Exemplo: a funcao 1/x.

Vimos, como exemplos, que:
1. Se f=¢, f'(x)=0.

2. Se T : R™ — R™ é linear, T é diferencidavel em R" e T" =T.

0.1 Derivadas parciais

Definicao 0.3. Seja f : A C R* = R™, ¢ € A, eu € R*. O vetor
D,f(c) € R™ diz-se a derivada parcial de f em relagcao a u quando,
para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

flettu) = f(c)
t

it <5= | — Duf(e)] <

ou equivalentemente

D, f(c) = tim LeF T = f(0).

t—0 t
Notagao: As vezes, indicaremos D, f(c) como f,(c).

Teorema 0.4. Seja f : A C R" — R™ diferencidvel em ¢ € fol, e seja
u € R™. Entao D, f(c) existe e

Dy f(e) = Df(c)(w).



Demonstragao. Perceba primero que, se D, f(c) existir, D, f(c) € R™, e que
Df(c) : R™ — R™ é uma funcao linear, assim que D f(c)(u) € R™.
Por hipotesis f é diferenciavel em ¢, assim que para todo € > 0 existe
6 > 0 tal que
|[f(c+h) = flc) = Dfe(h)]

h :
|h| <6 = ) <€

Em particular, por h = tu temos
[tu] < d = |f(c+tu) — f(c) — Dfe(tu)| < etul.

Se u = 0 temos Df.(0) = 0, assim que podemos supor u # 0. Nesse caso
temos
o _ [flet+tu) — fc) — Dfe(tu)|

0<t< — =
|ul t

flettu) = f(c)
t

= | —Duf(c)| < elul,
e assim D f(c)(u) é a derivada parcial de f em relagao a u (perceba que |u|

é uma costante).

U

Seja agora f : R" - R, e u = ¢; = (1,0,..,0), entdo a derivada parcial
em relacao a u é a derivada respeito a primera variavel, isso é Dy f ou g—g{l, e
similmente tomando e,, ..e,, achamos todas as derivadas parciais. O Teorema

anterior tem o seguinte:

Corolario 0.5. Seja f : A C R" — R diferencidvel em ¢ € A. Entdo toda
derivada parcial Dif(c),.., D,f(c) existe em R, e se u = (uy,..,u,) € R,
temos

Df(e)(u) = Dif(c)ur + .. + D f(c)un.

Demonstragao. Percebam primero que Df(c)(u) € R, e que cada derivada
parcial também, assim que D f(c)u; + .. + D, f(c)u, € R. Pelo Teorema
anterior, temos, para i € [1,n]:

D;f(c) = Df(c)(e),
e se u = (uy,..,u,) temos, por linearidade:
Df(c)(u) = Df(c)(urer + .. + upey,) =

=wu Df(c)(er) + .. +u,Df(c)(en) =urDif(c) + .. + u, Dy, f(c).
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