Aula vinte e oito: Existencia da derivada

Nas aulas passadas, a gente identificou a propriedade essencial da derivada
(num ponto): é uma aproximagao linear (afim) da fun¢do (no ponto).

Definicao 0.1. A funcao f : R® — R™ € diferencidvel no ponto ¢ € R"
quando existe uma funcao linear D f.: R™ — R™ tal que

1o Fe+h) = f(e) = DE(h)

|h|—0 |h|

=0,

i.e, para todo € > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que

[f(e+h) = fle) = Dfe(h)]
|h]

|h| <6 = <es |f(c+h)—f(c)=Df.(h)| < €|h]

(Perceba que, nesse ltimo caso, h pode ser zero, e nesse caso D f.(h) =0).

Vimos que:

A derivada, se existir, é tnica.

Uma funcao diferenciavel num ponto é continua no ponto

Se f=¢, f'(x)=0.

e Se T :R"™ — R™ é linear, T é diferenciavel em R" e 7" =T.

0.1 Derivadas parciais

Definicao 0.2. Seja f : A C R* = R™, ¢ € A, e u € R*. O vetor
D, f(c) € R™ diz-se a derivada parcial de f em relagcao a u quando,
para todo € > 0 existe d > 0 tal que

fle+tu) = f(c)
t

[t| <0 =|

- Duf<c)| < €,
ou equivalentemente

Duf(e) -t L (@)

t—0 t

Notacao: As vezes, indicaremos D, f(c) como f,(c).

Teorema 0.3. Seja f : A C R" — R™ diferencidvel em ¢ € fol, e seja
u € R™. Entao D, f(c) existe e

Dy f(e) = Df(c)(u).
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Seja agora f : R" - R, e u = e; = (1,0, ..,0), entdo a derivada parcial

em relacao a u ¢ a derivada respeito a primera variavel, isso é Dy f ou 68—{1, e

similmente tomando es, ..e,, achamos todas as derivadas parciais. O Teorema
anterior tem o seguinte:

Corolario 0.4. Seja f : A C R" — R diferencidavel em c € A. Entdo toda
derivada parcial Dyf(c),.., D, f(c) existe em R, e se u = (uy,..,u,) € R”,
temos

DF(e)(u) = Daf ()i + - + Dy f (i

0.2 Existencia das derivadas

Vamos demonstrar agora que, quando f : R® — R ¢ uma funcao que tem
derivadas parciais continuas num ponto, entao é diferenciavel nesse ponto.
Antes disso, vamos lembrar o Teorema do valor médio:

Teorema 0.5. Seja f : R — R continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b).
Entao existe v € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(2)(b— a).

Perceba que, se
f(C1,~~,C¢717',Ci+1,-~7cn) ‘R >R

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) este Teorema nos diz que existe
z € (a,b) tal que

f(cla - Ci—1, b7 Cit1, "7Cn)_f(cla ey Ci—1, A, Ciy1, "7cn) = f/(cla -5 Ci—1, T, Cit1, "7Cn)(b_a) =

= Dz‘f(Ch ey Ci 1, T, Cig 1,y -y Cn>(b — CL).

Teorema 0.6. Seja f : ACR" - R, ec € A. Se as derivadas parciais
Dfi(c),..,Df,(c) existem numa vizinhanga de ¢ e sao continuas em ¢, entdo
f € diferencidvel em ¢ e para h = (hq, .., hy,) temos

Dfe(h) = Dfi(c)hi +.Dfu(c)hy,

Demonstracgao. 1. Sendo que para cada 7 a derivada parcial D f;(c) existe
numa vizinhanca de ¢ e é continua em ¢, temos que para € > 0 existe
0; > 0 tal que

|v —c| < d; = |Dfi(x) — Dfi(c)| <e.
Seja § = min; J;, entdo obtemos

|z —c| <0 =Vi,|Dfi(x) — Dfi(c)] <e.
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2. Define agora os seguintes z; € R", i € [1,n]

Z1 = cl,xg,..,xn),
C1y ey Ci— 17617$2+1a--axn)a

d Zn—1 — (Cl, ..,cn_l,xn),

~— ~— ~— ~—
N
<.
—~

Zn =c=(c1,..,Cp)

e perceba que

lr—c| <d &

= Vi, |z — ¢

3. Considere

f(x) = fle) = flz1, ., 20) = fler, yen) =
fz, . xn) — fler, 29, .y xn) + fle1, 22y xn)—
—f(e1, 0,3, 0y ) + fC1, C2y XT3y 0y Ty) — -
—f(c1y s Cis Tin1y -, Tn) + fC1y oy Ciy Tig1y oy Tp) — oo —
—flc1y oy o1, @) + fle1, oy Cno1yn) — fler, o) =
f(z0)=f(z0)+f (1) = f(z2)+ [ (22) == f(20)+ [ (20) == [ (2n-1) + [ (2n—1) = f(20) =

= Z fzic1) = f(2).

4. Perceba que, para cada 7 temos

f(ZZ—1>_f(ZZ) — f(ch ey Cim1y Ly Lt 1 -+ xn)_f(cla ey Ci—1, ci7‘ri+17 ")x’n))

assim que, pelo Teorema do valor médio, existe z; € (z;_1,2;) =
= ((C1y ey Ci1, Tiy Ti 1y, Tn), (C1y ooy Ci1, Ciy T 1, -, T)) C (€, ) tal que

f(zic1) = f(2z) = (2 — ci) Di f (%)



5. Assim temos

e assim

i=1 i=1

= (zi— ;) [Dif(z) — Dif(c)]
i=1
que, sendo D;f definida numa vizinhanca de ¢ e continua em ¢, pelo
comenco
|z —c| <0 =|Dfi(x) — Dfi(c)| < e

e finalmente .

f(x) = fle) - Z(xz —¢)Dif(c) =

n

= Z@i —¢)[Dif(Z) — Dif(c)] < en|z — c| < end.

=1

0.3 Exemplos de derivada
0.3.1 A derivadade f: ACR—R

Seja
f:ACR =R,
entao f é derivavel em ¢ € A sse existe

fle+t) = f(e)

JN(C) - tlggéo t
Perceba que, também nesse caso, a derivada é uma funcao linear:
f'(e):R—=R
t— f(e)t

tal que, fixado um € > 0 existe § > 0 tal que, se t < 0
|flc+1t) = flc) — f(o)t] <et.

4



0.3.2 A derivadade f: ACR—R™

Seja agora
f:ACR—R™,

z = f(x) = (fi(z), .., fm(2))-
Dado ¢ € A temos que, se para cada i € [1,m] existe f/(c), entdo

fl:R—R"

z = z(fi(e), -, fn(c))

é a derivada de f. Quando f é considerada uma curva, o vetor f'(c) =
(fi(e), .., fI (c)) é chamado de vetor tangente a f no ponto f(c).
De fato, perceba que
f'(¢): R —R™

h = h(fi(c), ., f(c))
¢ uma funcao linear e
|[f(c+h)=f(e)=fa(h)| = [(fr(c+h)=f(e)=fi(c)h), ... (fm(cth)= f(c)= fr(c)h)| =
= |(filc+h) = flc) = filo)h)er + ... + (fn(c + h) — f(c) = fr.(Oh)en| <
< |(file+h) = fle) = file)h)er] + .. + [(fmlc + h) = f(e) = [,
= file+h) = f(e) = file)hl + - + [ fmlc + h) = fe) = £,

Assim, fixado €/m > 0, existe para cada i = [1,m] §; > 0 tal que

c)h)en| =

)
)hl.

o~ o~

|h] < 6 = | filc+ h) = f(c) = fi(c)h] < €/m]h]

e se 0 = min; §; obtemos
|h| <6 =

|[f(c+h) = fe) = fi(h)] <m-e/m|h| = e[h].

Por outro lado, se existir a derivada
f'(¢): R —R™

x — x(D1(c), .., Dp(c)),

entao para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
|h| <& =|f(ct+h) = flc) = fulh)] =
= |(filc+ h) = f(c) = Di(c)h), ..., (fm(c+ ) = f(c) = Dm(c)h)| =
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= [(frle+h) = f(c) = Di(e)h)er + .. + (fm(c + h) = f(c) = Dm(c)h)em| =

- \/Z(fl(c+ h) — £(c) = Di(0)h)? < dlh,

)

e assim para cada @
|[file+h) = f(e) = Di(c)h| < elh],
e finalmente f/(h) = D;(c).

0.3.3 A derivadade f: ACR" - R

E conseguenza do Corolédrio que, se f : A — R é diferenciavel em ¢ € fol,
entao toda derivada parcial Dy f(c), .., D, f(c) existe e se u = (uq, .., u,) € R",
temos

Df(c)(u) = Dy f(c)uy + .. + Dy f(c)uy,.
0.3.4 A derivadade f: ACR" — R™

Seja agora
f:ACR" - R™

= (x1,.,2,) = f(x) = (fr(z1, s 20), oy frn(T1, ., ).

Se f é derivavel em c € /01, entao existe uma fungao linear
Df(c) : R" - R™

h = (hl, . hn) — Dl(hl, ]’Ln)7 . Dm(hl, . hn))

tal que para cada € > 0 existe § > 0 tal que
|h| <0 =|f(c+h) = f(c) = Df(c)(h)| =
|(file+h) = fc) = Di(c)h), .., (fm(c + h) — f(c) = Dm(c)h)| < e[h].

Assim, para cada i € [1,m], existe uma funcao linear
D;:R" =R
tal que Ve > 049; > 0 tal que
|h| < 6 = |fi(c+ h) — fi(c) — Di(c)(h)| < €|hl].
Pelo Coroldrio, temos que, para todo i € [1,m] e h = (hy, .., hy)

Di(c)(u) = Difi(c)h + .. + Dy fi(c) ha,
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assim que a derivada D f(c) é a fungao linear com matrix

D1f1 (C) D2f1 (C) anl (C)
leQ(C) DQfQ(C) anQ(C)
Ji(c) = . . . .

Difu(®) Doful(e) o Dufunl)

Esta se chama de matriz Jacobiana. Quando n = m o determinante dessa
matriz chamase de Jacobiano.
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