Aula trinta e dois: Teorema da funcao inversa

Definicao 0.1. Seja 2 aberto de R, uma fungao f : Q0 C R* — R? diz-se
CH(Q) quando todas as derivadas parciais de f existem continuas em S).

Temos visto que, se toda derivada parcial de uma funcao existem continuas
num ponto, entdao f é diferenciavel naquel ponto. Assim, se f € C1()
entao f é diferenciavel em (2.

Teorema 0.2. Se f € C'(Q), entdo o diferencial
Df:Q — L(R", R
x— Df(z)

¢ continua coa norma uniforme

IDf(@)]lec = sup  [Df(x)(u)lq

u€ER™ |ulp,=1

Demonstragdo. Queremos demonstrar que, se f € C(Q), entdo para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que

|t —c| <d=|Df(x) — Df(c)|le < €.

Lembramos o seguinte
Lemma 0.3.
Sendo que Df(x)—Df(c): Q CR" — R? é uma fungao linear entre espagos

de dimensao finita, temos que, para u € €):

[(Df(x) = Df(e))(u)] < anMlul, onde M = sup Dy; f(x) — Di; f(c)

Z7j

Demonstragao. Sendo D f(x) : R™ — R? fungao linear cuja matriz B é for-
mada pelos b;; = D, ;f(z), e Df(c) : R" — R? funcao linear cuja matriz C
é formada pelos ¢; ; = D, ; f(c), também a diferenca

Df(x) —Df(c): R" — RY

é funcao linear que podemos entao representar por meio da matriz A formada
pelos a;; = b;j — c;j = Dy jf(x) — Dy f(c):

11 QAi2 aA13 ... dip

Q21 Q22 aA23 ... d2p
A= | . . .

a/q71 a/q72 aq73 tee a/q7n
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Assim, se u = (uq, .., u,) € R™ temos
q n
(Df(x) = Df(e)(w) = Au =Y (> wiaij)e;.
j=1 i=1
Seja
M = supa; ; = sup Dy f(x) — Dy f(c),
] ]

entao, sendo j € [1, ¢

(DS (@)= Df () w)];] = Iyl = | Y wiai| < Junar |+ +wnan) < nMlul.

i=1

Finalmente, de

q
Z y;/°,
j=1

obtemos, para u €

[(Df(x) = Df(e))(u)] < VanM|u|

Agora, sendo que para u € §2:

(Df(x) = Df(e) ()] < v/gnMlul,

em particular

IDf(z)=Df(e)llo = sup |Df(x)(u)=Df(c)(w)] < gnMlu| = \/gnM.

uER™,Ju|=1
Sendo f € C'(), para todo € > 0 existe § > 0 tal que

|z —c| <6 =Vi,7, |Di;jf(x) —D;;f(c)] <e,
assim em particular

|zt —c[<d=M=supD,;f(z) - Di;f(c) <e
Z7j

Juntando obtemos

2= < 5= |Df(x) = DOl < VanM < fane.



Lemma 0.4. Seja f : Q@ C R®™ — R? diferencidvel em §2 aberto de R™,
a,b € Q e suponha que o segmento S unendo a com b também pertenca a 2.
Entao, por xg € Q) temos

[f(b) = fa) = Df(x0)(b—a)| < [b—d sup [Df(x) = Df(20)]s

Demonstracao. Define
g:Q—R?

z = f(z) = Df(x) (),

g(b)—=g(a) = f(b)=Df(x0)(b)—F(a)+D [ (x0)(a) = f(b)=f(a)=Df(xo)(b—a).
Sendo D f(xg) : R" — R? linear, D f(xy) = Df(x), entdo por z € ) temos
Dg(x) : R" — R?

u— (Df(x) = Df(wo))(u) = Df(x)(u) = Df(wo)(u).

Pelo Teorema do valor médio, existe ¢ € S tal que |g(b) — g(a)| <
|Dg(c)(b— a)|, assim:

£ (b) = f(a) = Df(x0)(b —a)| = [9(b) — g(a)| <

< [Dg(c)(b—a)| = [(Df(c) = Df(20))(b — a)
< |[Df(e) = Df(xo)lloo|b — a] < sup 1D f(x) = Df (g

<

= —
8
S
|
2

Este Lemma ¢é bem ttil para chegar ao proximo Lemma de apro-
ximagao:

Lemma 0.5. Lemma de aproxrimacao
Seja ) aberto de R", e f: Q CR" — R? com [ € CL(Q). Se xg € Q entao
para € > 0 eziste § > 0 tal que, se x1, v9 € B(xg,0), entdo x1,x9 € Q €

|f(z2) = f(z1) = Df(w0)(z1 — 22)| < €|my — 2.

Demonstragdo. Sendo € aberto e f € C1(2), pelo Teorema a derivada
Df:Q — L(R"R?) é continua, entao para € > 0 existe § > 0 tal que

v — o] <0 = [[Df(x) = Df(zo)lloe <€



Se x1, x5 pertencem a bola fechada B(zg,0) de centro zy e raio d, sendo as
bolas convexas o segmento S unendo z; e x5 também pertence a bola, assim
para todo x € S temos |z — xy| < § e entdo

IDf(x) = Df(xo)l[oo <e.

Assim, pelo lema anterior:
| f(@2)=f(21) =D f(2o)(z1—22)| < Sup IDf (@) =D f(x0)||oo|w2—21] < €|za—m4].
xre

0

0.0.1 O Teorema da fungao Inversa

Vamos primero demonstrar que, se f : Q C R* — R? ¢ f € C1(Q) e para
c € €) temos
Df(c): R" — R?

injetiva, entao existe uma vizinhanca de ¢ em €2 onde f é um homeomorphismo.
Antes de chegar nisso, a proxima Proposicao é bem util:

Proposicao 0.6. A func¢ao linear L : R™ — RY ¢ injetiva sse existe C' > 0
tal que, para todo u € R™ temos

| L(u)| = Clul.

Demonstracao. Perceba primero que, se L é uma funcao linear pela qual
existe C' > 0 tal que, para todo u € R" temos

| L(u)| = Clul,
entao se L(x) = L(zy) temos
0= |L(x2) = L(z1)| = |L(z2 — 1)| = Claz — m1],
assim |9 — 21| = 0 que implica o = 2.
Por outro lado, uma funcao linear entre espacos de dimensao finita é
continua, pois possui M > 0 tal que, para todo u € R" temos
| L(w)| < Mlul.
Se L ¢ injetiva, entao é bijetiva na sua imagem, entao a funcao

L:R" — L(R")
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é bijecao linear entre espacos de dimensao finita, entao ¢é invertivel e sua
inversa

L' LR") » R"

é fungao (bijegao) linear entre espagos de dimensao finita, entao é continua,
entao existe K > 0 tal que, para todo w; = L(z1) € L(R") temos

L7 (w)| < Klwi| < || < K|L(21)] & 1/K|21] < |L(21)].

Teorema 0.7. Teorema da funcao injetiva
Seja Q0 aberto de R™, f:Q —RI € feCHQ),ceNe

Df(c): R" — R?
injetiva. Entao existe 6 > 0 tal que, a restri¢dao
f\E(c,(S) : E(Ca 5) - f(F(Cv 5))
¢ um homeomorphismo.

Demonstragao. Sendo Df(c) : R™ — RY injetiva, existe C' > 0 tal que, para
todo u € R™ temos |Df(c)(u)| > Clul. Seja e = C/2, entdo pelo Lema de
aproximacao existe 0 > 0 tal que, se z1, 25 € B(c, ), entao

|f(z2) — f(w1) — Df(wo)(z1 — 22)| < €|my — 12| = C/2|3) — 29].
Utilizando a desigualdade triangular (|a — b > |ja] — [b|]) temos
S (z2) = f(z1)[ =D f (o) (x1—22)[| < [f (22)=f(21) =D f (x0)(21—22)| < Cf2|1—15],
e sendo |Df(c)( — w2)| > C|(a1 — 2], obtemos
|f(x2) = f(@1)] = C/2[m1 — 22,
assim que f & injetiva, pois se f(21) = f(22) temos
0= [f(z2) = fla1)| = C/2|lzs — 1]

assim |xy — 21| = 0 que implica x5 = ;.
Finalmente, observe que f : £ — R? é uma funcao continua injetiva no
compacto B(c, §), entao .4 : B(c,d) = f(B(c,d)) é homeomorphismo. [

Observagao: Se n < ¢, temos que f (c¢) podaria nao ser ponto interior
de f(B(c,6)) (de fato, f(B(c,0)) podaria ter interior vazio em RY).
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