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. Sejam (M,d) um espacgo métrico. Dados a € M e X € M, mostre que sdo equivalentes:

(a) a é ponto de acumulacio de X;
(b) para qualquer r >0, B,(x) n X é infinito.
. Sejam (M,d) um espaco métrico, a € M e X,Y € M n&o-vazios. Definimos o didmetro de X como

diam(X) = sup{d(x1,x2);x1,x2 € X}, a distancia de ¢ a X como d(a,X) = inf{d(a,x);x € X} e a
distdnciade X aY como d(X,Y)=inf{d(x,y);xe X,yeY}.

(a) Sejam (C,d) o corpo dos niimeros complexos munido da métrica euclidianae D ={z € C;|z| < 1}.
Calcule diam(D) e d(4i,D).

(b) Considere o espaco métrico R? munido da métrica euclidiana e B = {(x,y,2) e R%;x% + y% + z
4}. Calcule diam(B) e d((5,0,0),B). Ache d((a,b,c),B) para (a,b, c) € R? qualquer.

2<

. Calcule o interior, o fecho, a acumulacéo e a fronteira de X contido no espaco métrico M em cada
caso. Diga se X é aberto, se é fechado, se é compacto, se é completo e se é conexo.

(a) X =@ e M qualquer;

(b) X =]0,1[ e M =R com a métrica euclidiana;

(¢) X =]0,11 e M =R com a métrica euclidiana;

(d) X =[0,11e M =R com a métrica euclidiana;

(e) X =]0,1[ull,2[ e M =R com a métrica euclidiana;

(f) X =Q e M =R com a métrica euclidiana;

(g) X =Q? e M =R2 com a métrica euclidiana;

. Seja (Al,d) um espaco métrico. Dado X ¢ M, definimos X, = {a € M|d(a,X) = 0}. Mostre que
X. =X VXcM.

. Prove ou dé contraexemplo: Se (M,d) é um espaco métrico e F',G sao fechados de M com d(F,G) =
0, entao FNnG # @.

. Mostre que todo espaco métrico (M,d) admite uma métrica d’ que é equivalente a d e torna M
limitado.

. Dizemos que um espaco X é totalmente desconexo se os Unicos conexos néo-vazios de X sdo os
conjuntos unitarios. Mostre que:

(a) todo espaco com a métrica discreta é totalmente desconexo;

(b) @ é um subespaco totalmente desconexo de R.

. Seja f: R— Q uma funcéo. Mostre que f é continua se, e somente se, f é constante.
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. Sejam (M,d) um espaco métrico e duas sequéncias (x,)zen € (Yn)neny €m M, ambas convergindo

para a € M. Mostre que a sequéncia (z,),en dada por zg, = x, € 29,-1 = yn, para todo n € N,
também é uma sequéncia convergente para a.

Sejam (M,d) um espago métrico e duas sequéncias (x,)nen € (¥n)nen €em M convergentes para
xe€M e ye M, respectivamente. Mostre que:

(@) lim d(xp,y) =d(x,y);
n—oo
() lim d(x,,y,)=d(x,y).
n—oo
Mostre que a sequéncia (cos(n)),en possui alguma subsequéncia convergente.

Se (x5, )en € uma sequéncia em um espago métrico (M, d) convergindo para um ponto a € M, mostre
que A ={a}U{x, :n € N} é um subespaco fechado de X.

Seja (M,d) um espaco métrico e sejam (x,,) e (y,) sequéncias tais que d(x,,y,) < % para todo n € N.
Mostre que:

(a) (x,) é de Cauchy se, e somente se, (y,) é de Cauchy.

(b) Dado xe M, limx, = x se, e somente se, limy, = x.



