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Questao 1, 3 pontos

Demonstra o teorema das intersecoes de Cantor: Seja F; C R™ um sub-
conjunto fechado e limitado de R", e seja

F,DFD>..DF,D..
uma sequéncia encaixada de conjuntos fechados e nao vazios. Entao existe
a € R™ tal que
a € ﬂ F;
i
Demonstracao. e Sendo, para todo i, F; fechado e limitado em R", pelo
Teorema de Hein-Borel é compacto.

e Sendo F; fechado para cada i, entdo os complementares G; = R™\ F; é
aberto para todo 1.

e Assumimos que nao existe um ponto em comun a todo F;. Entao
R™ g U Gi7
i

e em particular a familia GG; é uma cobertura aberta para F}.

e Sendo F) compacto, temos

Fi CG1U...UGk,

e sendo

FiDOF D ... .DF D..
temos

G CG,C..CGrC .y
assim que

FicGiU...UG, =G

e Sendo que F; C Gy, e Gy = R"\ F}, obtemos Fy N F), = (.



e Sendo F}, C F, obtemos que Fy N F}, = F}, = ), contradicao.

Questao 2, 2 pontos

Um espago topoldgico (X, 7) diz-se de Hausdorff quando todos x # y € X
possuem vizinhancas disjuntas: Vz, y com x # y, existem U,, U, tal que
relU, Cc X,yeU, C X, eU,nNU, = 0. Equivalentemente existem
Ay, AyCrtalquer e A, ye Ay e A, A, =0.

Demonstra que todo espago métrico é de Hausdorff, isso é, se (X,d) é um
espago métrico, e T = 74 a topologia induzida, (X, 7) é espago de Hausdorft.

Demonstra¢ao. Um espago métrico é, por definicao, um conjunto M com
uma métrica d, isso é, com uma funcao:

d: M x M — Rsg
n,m — d(n,m)
tal que, para todo n, m, p, € M:
1. d(n,m) >0, e d(n,m) =0 sse m = n,
2. d(n,m) =d(m,n),
3. d(n,m) <d(n,p) + d(p,m).

Sejam m, n € M com m # n, vamos construir bolas abertas centradas em
m e n respeitivamente, e disjuntas.

e Sendo m # n, temos que d(m,n) > 0, e em particular existe a € R~q
tal que d(m,n) = a.

e Entao por construcao as bolas By, 4/2) € B(n,/2) sao abertos disjuntos
contendo m e n respeitivamente.
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Questao 3, 2.5 pontos



Sejam (X, 1) e (Y, 72) espacos topolégico, f: X — Y continua e K C X
compacto em (X, 7). Demonstra que f(K) é compacto em (Y, 73), isso é: a
imagem continua de um compacto é compacta.

Lembra que, se A € Y, definimos a preimagem como f~'(A4) = {z €
X | f(z) € A}. Temos que, para A C Y, ff'(A) C A, e para B C X,
B C f7'f(B). Também, se A4; sao conjuntos de Y, temos que f~(|J, 4;) =

U; /7 (Ai), e se B; C X temos f(U; Bi) = U; f(4i)

Demonstra¢do. Seja |J; U; uma cobertura aberta de f(K), queremos achar
uma subcobertura finita.

e Temos que |J; U;f ' (U;) é uma cobertura aberta de K.

e Sendo K compacto, tem uma subcobertura finita, isso é:
K C Y U)Uf Y (U)U...u fYU,).
e Entao obtemos
FE)C f Uy UffU)u..uff(U,) cUul,U..UT,

e Assim K é compacto.

Questao 4, 2.5 pontos

Sejam X um conjunto nao vazio e d; e dy duas métricas sobre X. De-
monstre que sao equivalentes:

1. d; e dy sao equivalentes;

2. (X,dy) e (X,dy) tem as mesmas sequéncias convergentes.

Demonstracao. Por definicao, duas métricas d; e ds sobre X sao equivalen-
tes quando definem os mesmos abertos de X. Por outro lado, uma sequéncia
(x,) em (X,d) é convergente para x € X quando para toda vizinhanca U
de x em (X, d) existe ng tal que para todo n > ngy temos x, € U. Sendo
uma vizinhanca de £ em X um conjunto contendo um aberto contendo z,
podemos reformular dizendo que (z,,) converge para x em (X, d) quando para
todo aberto V' contendo z existe ng tal que para todo n > ng temos xz,, € V.

Sejam d; e dy métricas equivalentes num conjunto X, vamos ver que
(X,dy) e (X,dy) tem as mesmas sequéncias convergentes. Isso é, seja ()
una sequéncia de pontos de X convergendo em (X, d;) para x € X, quero
ver que também é convergente em (X, dy).
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Seja V' aberto de (X, dy) contendo x, entdao V' é aberto em (X, d;), pois
di e dy sao equivalentes.

Sendo (z,) convergente em (X, d;) existe um ng tal que, para todo
n > ng, x, € V. Entdo (z,) é convergente em (X, ds).

Repetendo o raciocinio, se (y,) é sequéncia convergente em (X, ds),
também ¢ convergente em (X, dy).

Sejam agora (X, dy) e (X, ds) espagos métricos tendo as mesmas sequéncias
convergentes, vamos ver que d; e ds sao equivalentes. Isso é, seja U aberto
de (X, d;), quero ver que também é aberto em (X, dy).

Vemos primeiro que os limites sdo iguales: seja (x,) uma sequéncia
convergendo em (X, d;) to p e em (X, ds) to ¢:

1. (x,) converge em (X, d;) para p, entdo também a sequéncia (y, )=
(21, p, T2, p, x3,p, ...) converge em (X, d;) para p.

2. Entao (y,) converge em (X, ds).

3. Sendo a subsequéncia (ya,) = p, em quanto a subsequéncia (ya;,+1)
coincide coa sequéncia (z,) e converge para ¢, obtemos p = q.

Sendo U aberto de (X, d;), entdo F' = X \ U é fechado em (X, d;).

Entao toda sequéncia (x,,) de pontos de F' convergente em (X, d;) tem
limite em F' (pois F' é fechado em (X, d;) sse toda sequéncia convergente
tem limite em F).

Assim toda sequéncia (z,,) de pontos de F' convergente em (X, ds) tem
limite em F' (pois (X, d;) e (X, dy) tem as mesmas sequéncias conver-
gentes).

Entao F' é fechado em (X, dy) (pois F' é fechado em (X, ds) sse toda
sequéncia convergente tem limite em F), e U = X \ I é aberto em
(X, ds).

Repetindo o raciocinio, obtemos que se U é aberto em (X,ds), F =
X \ U é fechado em (X, dy), entdo é fechado em (X, d;), entdo U é
aberto em (X, d;), e acabamos.
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