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Questao 1, 2.5 pontos

Sejam (M, d) um espago métrico. Sabemos que F' é fechado sse contem
a sua fronteira OF, e sse contem todo sus pontos limites = € F ’. Demonstra
que F=FUOJF, eque F'=F\JOF.

Demonstracao. e Sendo que F' é fechado sse contem a sua fronteira, ob-
temos F' = F U JF, pois:

1. F C F C FUOJF por definicao de fecho, sendo que F U OF é
fechado contendo F, e sendo F' o menor fechado contendo F.

2. FUOF C F, pois F C F, e se v € OF, por definicio (para todo
€>0temos B, ) NF #0e By )NM\F #0) éde acumulacao
para F e entdo é de acumulacdo para F, e assim pertece a F
fechado.

Vamos ver agora que F=F \ OF"

1. F CE\E)F: seja x € FC F, entao existe 6 > 0 tal que B, 45 C
F C F, assim x ¢ OF.

2. F\OF C A: sejax € F\OF: existe § > 0 tal que B, 5y NOF =0,
e entao B, 5 C I

[]

Questao 2, 2.5 pontos

Seja (M, d) um espago métrico, e A C M. Demonstre que A = JA sse A é
fechado e tem interior vazio.

Demonstracao. e Sendo A = 0A, temos que em particular 0A C A e 0A
é fechado. Utilizando também A = A\ 0A, obtemos que A = ().



e Por outro lado, se A é fechado, entao contem sua fronteira, assim que

0A C A. Utilizando também A = A\ 0A, obtemos que se A = (), entao
A= 0A.
L]

Questao 3, 2.5 pontos

Um espago topoldgico (X, 7) diz-se de Hausdorff quando todos = # y € X
possuem vizinhangas disjuntas: © € U, C X ey € U, C X, e U, NU, = 0.
Equivalentemente existem A,, A, C Ttalquex € A,y € Ay e A,NA, =10.
Demonstra que num espaco de Hausdorff os compactos sao fechados.

Demonstra¢ao. Vamos ver que, se (X, 7) é de Hausdorff e K’ C X é compacto,
entao K é fechado. Isso é, vamos ver que U = X \ K é aberto.

1.
2.

Seja x € U, queremos ver que existe um aberto B tal que x € B C U.

Para todo y € K, sendo x # y, entao existem A, e B, abertos tal que
yeA,, r€B,e A,NnB, =0.

. A collec@o de abertos (A,)yex é uma cobertura aberta de K, e sendo

K aberto existe uma subcobertura finita, seja

KcA,U..UA,,.

. Define os conjuntos:

Para todo i, A,, e By, sao abertos disjuntos, assim que A e B sao
abertos disjuntos, e K C A.

Para todo i, v € By, assim x € B C U, e temos acabado.

Questao 4, 2.5 pontos



Sejam (X, 71) e (Y, 7y) espagos topolégico de Hausdorff. Uma fungao
f X = Y diz-se prépria quando, para todo K compacto em (Y, 7,2), a
preimagem f~1(K) é compacta em (X, 7). Demonstra que, se f é continua
e (X, 1) é compacto, entdo f é prépria.

Demonstracdo. Lebramos que uma funcao continua entre espagos topologico
tem as seguintes propriedades: preimagens de abertos sao abertas, e prei-
magens de fechados sao fechadas. Queremos demosntrar que, se K C Y é
compacto em (Y, 7,2), a preimagem f~'(K) é compacta em (X, 7).

1. Se K CY é compacto em (Y, 7,2), sendo (Y, 7,2) espago de Hausdorff,
pela questao 2 K é fechado.

2. Sendo f continua, entdo f~!(K) é fechado em (X, 7).

3. Sendo f7!(K) fechado em X compacto, f~(K) é compacto.



