MAC328 Algoritmos em grafos (8/5/2007)

Arvores geradoras minimas

1. Grafos com pesos nas arestas: G = (V, F), ¢: E — R (usualmente,
c(e) > O paratodae € F)

2. Neste capitulo: G sera sempre conexo.

3. Queremos: Arvore geradora T de G com ¢(E(T)) minimo (MST: ‘mi-
nimum spanning tree’)

4. Algoritmos?



MAC328 Algoritmos em grafos (8/5/2007)

Algoritmos?

> Pela definicao?
> Algoritmo de Prim
> Algoritmo de Kruskal

> Algoritmo de Boruvka
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Representacao de (G, ¢) [G com a funcdo custo ¢]

Facil!

typedef struct { int v; int w; double wt; } Edges;
Edge EDGE(int, int, double);
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Representacdo de (G, ¢); Programa 20.1

#include "GRAPH.h"
struct graph { int V; int E; double **adj; };
Graph GRAPHinit(int V)
{ Graph G = malloc(sizeof *G);
G->adj = MATRIXdouble(V, V, maxWT);
G->V = V; G->E = 0;
return G;
+
void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e)
{
if (G->adjle.v][e.w] == maxWT) G->E++;
G->adjle.v][e.w] = e.wt;
G->adjle.w]l[e.v] = e.wt;
}
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Representacao de (G, ¢); Programa 20.2

#include "GRAPH.h"
typedef struct node *link;
struct node { int v; double wt; link next; };
struct graph { int V; int E; link *adj; };
link NEW(int v, double wt, link next)
{ 1link x = malloc(sizeof *x);
X->V = v; X->Wwt = wt; X->next = next;

return Xx;
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Representacdo de (G, ¢); Programa 20.2

Graph GRAPHinit(int V)

{ Graph G = malloc(sizeof *G); int i;
G->adj = malloc(V*sizeof(1link));
G->V = V; G->E = 0;
for (i = 0; i < V; i++) G->adj[i] = NULL;
return G;

+

void GRAPHinsertE(Graph G, Edge e)

{ int v = e.v, w = e.w;
if (v == w) return;

G->adjl[v] = NEW(w, e.wt, G->adjl[v]);
G->adjlw] = NEW(v, e.wt, G->adjlw]);
G->E++;
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Antes dos algoritmos. ..

Seja G = (V, E) um grafo. Um corte (de arestas) de GG é um conjunto da
forma

E(S,V\S)={{s;t}€E:s€ S teV\S}
As vezes, (S,V \ S) é chamado de ‘corte’.
Seja T"uma AG de GG. Paracada e € E(G) \ E(T), definimos o circuito

fundamental de e em relacdo a T’ como sendo o Unico circuito em 1" + e.
(Notacao: C(e, T))
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Antes dos algoritmos. ..

Propriedade 1 (Propriedade 20.1, Prop. dos Cortes). (i) Qualquer aresta
e € E(S,V \ S) de peso minimo pertence a alguma AGM de G.

(i) Qualquer AGM de G contém uma arestae € E(S,V \ S) de peso
minimo.

Prova. (...) []
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Antes dos algoritmos. ..

SejaT uma AG de G. Paracada e € E(T'), sejam Ty e T'5 0s componen-
tesde T — e.

Se c é injetora, entao a AGM de GG é unica. De fato, segue da Propriedade
dos Cortes. (Prova: ...)

Sao equivalentes:
1. T € uma AGM.

2. Todae € E(T) tem peso minimo dentre as arestasem E(V (17), V(15)).
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Propriedade dos Circuitos

Propriedade 2 (Propriedade 20.2, Prop. dos Circuitos). Suponha que G' =
G + €' (supomos que €' ja ‘vem com um peso’). SejaT uma AGM de G, e
seja e uma aresta de peso maximo em C(e’,T). EntdoT — e + ¢’ é uma

AGM de G'.

Prova. (...) []
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Outro critério de otimalidade

Sao equivalentes:
1. T € uma AGM.

2. Toda e € E(G) \ E(T) tem peso maximo dentre as arestas em
C(e,T).

Prova. (...) []
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AGM-GENERICO(G, ¢)

1. A0

2. enquanto A nao gera uma AG

3. faca encontre uma boa aresta e = {u,w} para A
4, A— AU{e}

5. devolva A
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AGM-GENERICO(G, ¢)

> Suponha que A esta contida em uma AGM de (G, ¢). Uma arestae €

E(G)\ A é boa para A se AU{e} também esta contida em uma AGM
de G.

> (S,V\S)respeita A C E(G)se ANE(S,V\S)=0.

Propriedade 3. G = (V, E) grafo conexo, c: E — R, A C E contida em
alguma AGM de (G,c). Seja (S,V \ S) um corte que respeita A. Se e
tem peso minimo dentre todas as arestas em E(S,V \ S), entdo e € boa
para A.

Prova. (...) []
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Prim e Kruskal

> Prim e Kruskal sdo casos particulares de AGM-GENERICO(G, ¢).

Correcao decorre da Proposigao 3.
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