MAC328 Algoritmos em grafos (18/5/2007)

Arvores geradoras minimas

1. Grafos com pesos nas arestas: G = (V, FE), ¢: E — R (usualmente,
c(e) > O paratodae € E)

2. Neste capitulo: G sera sempre conexo.

3. Queremos: Arvore geradora T de G com ¢(E(T)) minimo (MST: ‘mi-
nimum spanning tree’)
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Algoritmos

> Algoritmo de Prim
> Algoritmo de Kruskal

> Algoritmo de Boruvka (vamos omitir)
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Definicoes para AGM-GENERICO(G, ¢)

> Suponha que A esta contida em uma AGM de (G, ¢). Uma aresta e €
E(G)\ A é boa para A se AU{e} também esta contida em uma AGM

de G.
> (S,V\S) respeitaAC E(G)se ANE(S,V\S)=10.

Propriedade 1. G = (V, E) grafo conexo, c: E — R, A C E contida em
alguma AGM de (G,c). Seja (S,V \ S) um corte que respeita A. Se e
tem peso minimo dentre todas as arestas em E(S,V \ S), entdo e é boa

para A.
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AGM-GENERICO(G, ¢)

1. A0

2. enquanto A nao gera uma AG

3. faca encontre uma boa aresta e = {u,w} para A
4, A— AU{e}

5. devolva A
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Algoritmo de Kruskal

> Escolhemos para e em AGM-GENERICO(G,c) a aresta de menor
custo dentre aquelas arestas que conectam componentes distintos
de (V(G), A). (Note que e é uma aresta boa.)

Correcao decorre da Propriedade 1.
AA/prof. Coelho: propriedade da escolha gulosa!

[Gulosos podem ter problemas: objetos de volume 0.1, 0.5, e 0.5 e
razao custo/volume 1,1 — ¢, e 1 — ¢; mochila de volume 1]
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Algoritmo de Kruskal, implementacao

1. Ordene as arestas de G de forma que c(e1) < --- < c(em)
2. faca A — ()

3. paracada: = 1,...,m, faca

4. se (V(G), AuU{e;}) é aciclico, entao A — AU {¢;}

5. devolva (V(G), A)
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Algoritmo de Kruskal, implementagcao (cont.)

1. Ordenacado de E(G): podemos usar...(O(mlogm) = O(mlogn))

2. Como saber se (V(G), AU {e;}) € aciclico?

> Algoritmos e estruturas de dados para a “evolucao” de particoes
de conjuntos (“Union-Find”): suponhamos que temos as funcgbes
UFfind(u,v) € UFunion(u,v).
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Programa 20.5, Algoritmo de Kruskal

void GRAPHmstE(Graph G, Edge mst[])
{ int i, k; Edge al[maxE];
int E = GRAPHedges(a, G);
sort(a, 0, E-1);
UFinit (G->V);
for (1 =0, k =0; 1 < E && k < G->V-1; i++)
if ('UFfind(ali].v, alil.w))
{
UFunion(alil .v, ali].w);
mst [k++] = alil;
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Algoritmos e EDs para Union-Find

Queremos UFfind(u,v) € UFunion(u,v).

Problema: Suponha que recebemos arestas e; = (p;,q;) (0 < i < M)
comO < p;,q; < N,eumpar (p,q) (0 < p,qg < N). Queremos saber
se p e g estao no mesmo componente conexo do grafo sobre O, ..., N —1
com arestas eq, ..., eys. Fazemos

for(i = 0; i < M; i++) UFunion(pl[i],qlil);

e chamamos UFfind(p,q).
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Programa 1.1, Union-Find (Quick-find)

/* Este programa gera uma floresta geradora */
#include <stdio.h>
#define N 10000
main ()
{ int i, p, q, t, id[N];
for (i = 0; i < N; i++) id[i] = i;
while (scanf("%d %d\n", &p, &q) == 2)
{
if (id[p] == id[ql]) continue;
for (t = id[p], i = 0; i < N; i++)
if (id[i] == t) id[i] = id[q];
printf (" %d %d\n", p, q);
}

10
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Exemplo para union-find

p: 348252574506
q: 490369938621
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Programa 1.2, Union-Find (Quick-union)

/* Este programa gera uma floresta geradora */
#include <stdio.h>
#define N 10000
main ()
{ int i, p, q, t, id[N];
for (i = 0; i < N; i++) id[i] = 1i;
while (scanf("%d %d\n", &p, &q) == 2) {
for (i = p; i '= id[i]; i = id[i]) ;
for (j = q; j '= id[jl; j = id[j]) ;

if (i == j) continue;
id[i] = j;
printf (" %d %d\n", p, 9);
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Programa 1.3, Union-find (Quick-union com pesos)

#define N 10000
main ()
{ int i, j, p, q, id[N], sz[N];
for (i = 0; i < Nj; i++) { id[i] = i; sz[i] = 1; }
while (scanf("%d %d\n", &p, &q) == 2) {
for (i = p; i '= id[i]; i = id[i]) ;
for (j = q; j '= id[jl; j = id[j1) ;
if (i == j) continue;
if (sz[i] < sz[jl)
{ idl[i] = j; sz[j] += sz[i]; }
else { id[j] = i; sz[i] += sz[jl; }
printf (" %d %d\n", p, @) ;
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Quick-union com pesos

Propriedade 2 (Propriedade 1.3). Seja F' uma floresta computada pelo
Programa 1.3 (quick-union com pesos). Se x pertence a uma arvore com
vértices, entdo a sua distancia a raiz dessa arvore € no maximo log» i.

Prova. (Esboco) Provamos que esta propriedade se preserva ao unirmos
duas arvores em F'. Suponha que estas duas arvores tém i < j vertices.
Temos

1+ 10gsi = logo(i + i) < log(i + 7),

e o resultado segue. []

Consequéncia: complexidade do Programa 1.3 é O(M log N ). Ha algo-
ritmos para union-find mais eficientes! (Mas nao veremos isto.)
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Programa 20.5 (Kruskal), Complexidade

Propriedade 3 (Propriedade 20.9). Considere o Programa 20.5, e supo-
nha que implementamos os algoritmos de union-find com quick-union com
pesos e que as arestas de G sao ordenadas por algum algoritmo de com-
plexidade O(mlogm). Entdo a complexidade do Programa 20.5 (Krus-
kal) sera O(mlogn).

Observacao: exemplo basico de algoritmo guloso (“propriedade da esco-
lha gulosa”). “Matrdides”
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Programa 20.5 (Kruskal), Complexidade pratica

1. quicksort()
2. Pesos inteiros: algoritmos de ordenacao linear

3. Quick-union com pesos e ‘compressao de caminhos’ (ndo definido):
complexidade O(m log* n), onde

log*n = min{i > 0: Iogg) n <1}

2
(log*2 = 1, l0g* 22 = 2, log* 22° = 3, log* 22 = log* 65536 =
4,elog* 205336 =5 )

4. Fila de prioridade (primeira prioridade: aresta mais barata)
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AGMs no Stanford GraphBase

[> miles span
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http://www.ime.usp.br/~yoshi/2005i/mac328/Slides/2005.06.07/miles_span.pdf

