MAC328 Algoritmos em grafos (22/5/2007)

Caminhos minimos

1. Grafos dirigidos com pesos/custos nas arestas: G = (V, E),c: £ —
R (usualmente, c(e) > O para toda e € E, mas em alguns casos
consideraremos comprimentos negativos). Redes = Networks

2. Queremos: caminhos de custo/comprimento minimo em GG
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Caminhos minimos (cont.)

> Grafos ndo dirigidos: arcos (u,v) e (v, u) pararepresentar a aresta {u, v}

> Caminho x passeio?

(a) Problema: circuitos negativos

(b) Trataremos apenas do caso em que custos sao nao-negativos
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Variantes do problema

> Dados s e t, gueremos um caminho minimo de s at em G (problema
fonte-sorvedouro).

> Dado s queremos um caminho de comprimento minimo de s a ¢, para
todo ¢t € V(G) (caminhos minimos de uma fonte).

> Queremos um caminho de comprimento minimo de s a ¢, para todo s
e paratodo t € V(&) (caminhos minimos entre todos os pares).
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Principio basico: relaxacao

> Relaxacao em arestas

> Relaxacao em vértices
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Relaxacao em arestas (caminhos minimos a partir de uma

fonte)

Suponha que temos um arco e=(v,w) com cauda v e cabeca w em GG. Ao
considerarmos o0 arco e, temos um caminho mais curto de s a w?

if (wtlw] > wtlv] + e.wt)
{ wtlw] = wtlv] + e.wt; stlw] = v; }

> QO vetor st [] define uma arvore de caminhos minimos enraizada em s.

> ACM/SPT x AGM/MST
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Relaxacao em veértices (caminhos minimos entre todos os

pares)

E melhor passar por x parairde s a t?

if (dlsllt]l > dlsl[x] + dlx][t])
{ dls][t] = dls]llx] + dlx][t]l; plsllt] = plsllx]; }

> pls][t] = vertice imediatamente apds s em um caminho minimo de s
at

> (Vale a pena lembrar: algoritmo de Warshall para o fecho transitivo)
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Algoritmo de Dijkstra: caminhos minimos a partir de uma

fonte s

> Fazemos uma busca generalizada a partir de s, usando como fila ge-
neralizada uma fila de prioridade: o vértice de maior prioridade na
fronteira € aquele a ‘menor distancia’

??7?: Como determinar a prioridade dos vértices?

> Restricao importante: supomos que ndo ha arcos de custos negativos
no grafo.
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Algoritmo de Dijkstra: correcao

> Construimos uma arvore, mantemos os vértices ja vistos na fronteira.
Mantemos os vetores wt[] e st[].

> Invariante:
(a) A arvore T dada por st[] € uma arvore de caminhos minimos,
e wt [v] € a distancia de s a v para todo vertice em 7.

(b) Se w esta na fronteira, entdo wt [w] é

min{c(P): P é um s—w caminho com P — w contido em T'};

em palavras: wt [w] € 0 menor comprimento de um caminho de s
a w que esta contido em T', a menos de w e da aresta incidente
a w. Ademais, o arco de um tal caminho minimo P incidente a w
tem extremos w e st [w].
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Programa 21.1, Algoritmo de Dijkstra

#define GRAPHpfs GRAPHspt
#define P (wtl[v] + t->wt)
void GRAPHpfs(Graph G, int s, int st[], double wt[])
{ int v, w; 1link t;
PQinit () ; priority = wt;
for (v = 0; v < G->V; v++)
{ stlv] = -1; wtlv] = maxWT; PQinsert(v); }
wtl[s] = 0.0; PQdec(s);
while (!PQempty())
if (wtl[v = PQdelmin()] !'= maxWT)
for (t = G->adj[v]; t != NULL; t
if (P < wtlw = t->v])
{ wtlw] = P; PQdec(w); stlw] = v; }

t->next)
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10

Programa 21.1, Algoritmo de Dijkstra (cont.)

> Basicamente igual ao Programa 20.4 (Prim), mas com #define P t->wt
trocado por #define P (wt[v] + t->wt) (qual € a outra diferenca
entre os Programas 20.4 e 21.17 [Todos os vértices na fila])

> Fazemos no maximo n insercoes, n remocdes de minimo, € m redu-
cOes de prioridade.

> Usando um heap binério, Dijkstra tem complexidade O(m logn).

> Caso denso: complexidade O(n?) (como o Programa 20.3 [Prim denso])



