MAC328 Algoritmos em grafos (29/5/2007)

Fluxos em redes: o Problema do Fluxo Maximo

Instancia: umarede (G, c) e vértices se t
> G = (V, E) um grafo dirigido
> set eV sao dois vértices distinguidos

> c: E — R>o & uma fungdo capacidade nas arestas



MAC328 Algoritmos em grafos (29/5/2007)

Fluxos em redes: o Problema do Fluxo Maximo

Queremos: um (s,t)-fluxo f: E — Rsg em (G, c) de valor val(f) ma-
Ximo

> f satisfaz as leis de Kirchhoff em todos os vértices v # s, t:
> fla) =) f),
a b

onde a varia sobre todos os arcos da forma (xz,v) e b varia sobre
todos os arcos da forma (v, y)

> f<c

> val(f) = fluxo que emana de s, que é igual ao fluxo que € absorvido
emt
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Exemplo
cap fluxo fluxo
0-1 2 2 2
0-2 3 1 2
1-3 3 2 1
1-4 1 0 1
2-3 1 0 1
2-4 1 1 1
3-5 2 2 2
4-5 3 1 2
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O método de Ford e Fulkerson

Ford—Fulkerson(G, ¢, s, t):
1. /=0
2. enquanto existe ‘caminho aumentador’ P faca

2.1 aumente f ao longo de P

3. Devolva f
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O teorema do fluxo maximo e corte minimo (maxflow-mincut)

> (s,t)-corte: corte (S,V\S) queseparasdet,istoe,s e Sete V\S

> capacidade de um corte: ¢(S,V\S) = >, c(a), onde a soma é sobre
todo arco a que saide SeentraemV \ S

> corte minimo: corte que separa s e t e tem capacidade minima

> fluxo através de um corte: f(S,V\S) =>,f(a)—> f(b),onde a
soma é sobrea € E(S,V\S)esobrebe E(V\S,S)
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O teorema do fluxo maximo e corte minimo

Teorema 1. Sejam G, ¢, s et como acima. Entao

m;axval(f) = msin c(S,V\S),

onde o maximo é tomado sobre todos o0s (s, t)-fluxos e o minimo é tomado
sobre todos 0s cortes que separam s e't.
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O teorema do fluxo maximo e corte minimo

Lema 2. Sejam G, ¢, s et como acima. Entao

val(f) <c(S,V\S)
para todo (s, t)-fluxo f e todo corte (S,V \ S) que separa s e t.
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O teorema do fluxo maximo e corte minimo

> Prova do teorema do fluxo maximo/corte minimo (desigualdade nao-
trivial): o método de Ford e Fulkerson

> Caminho aumentador: (s, t)-caminho (ndo necessariamente dirigido)
em que 0s arcos que avangam no caminho nao estao saturados e o0s
arcos gue retrocedem no caminho tem fluxo positivo



