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EXERCICIOS
INTRODUCAO A TEORIA DOS GRAFOS
1o. SEMESTRE DE 2008

(i) Prove que
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|
—|ANnB|-]ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|, (1)

para quaisquer conjuntos A, B e C finitos.
(i) Sejam dados conjuntos finitos Ay, ..., A,. Prove que

‘ U A = Z (_1)|J|71’ﬂAj)7 (2)
] jeJ

1<i<n 0£JCln

onde [n] = {1,...,n} e a soma é sobre todos os conjuntos .J
nao-vazios de [n].
{Data de entrega: 11/3/2008}
Sejam A; como na Questao 1(iz) acima. Prove que

U 4= Y 14 (3)

1<i<n 1<j<n
e que
LU Az X - > anad (4)
1<i<n 1<j<n 1<k<t<n

Quantas particoes tem um conjunto com n elementos? Dé as melhores
estimativas superiores e inferiores que vocé conseguir.

. Para cada natural n, seja P,, a ordem parcial cujos elementos sao as

partes de [n] = {1,...,n} e a relagdo de ordem ¢ a inclusdo. Desenhe

o diagrama de Hasse das ordens parciais Py, P, P», P3 e Py. {Data

de entrega: 13/3/2008}

Para naturais a < b, seja D(a,b) a ordem parcial sobre os elemen-

tos {x € N: a < x < b}, com a relagdo de ordem < dada por x <y

se e s0 se x divide y.

(i) Desenhe o diagrama de Hasse de D(3, 15).

(7)) Quais sao os elementos maximais de D(3,15). E os minimais? A
ordem D(3,15) tem um elemento méximo? Ele tem um elemento
minimo?

(#ii) Para quais valores de a e b a ordem D(a,b) tem um elemento
minimo? Para quais valores D(a,b) tem um elemento méximo?
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(iv) Descreva a ordem D(n + 1,2n) para todo nimero natural n.
{Data de entrega: 13/3/2008}

Uma anticadeia em uma ordem parcial P é um subconjunto de P
cujos elementos sdo dois-a-dois incomparéveis.! Determine o tamanho
maximo de uma anticadeia na ordem P,, definida na Questao 4.

Sao dados 2n points no espaco. Adicionamos a esta configuracao n? +
1 segmentos, conectando estes pontos, de alguma forma arbitraria.?
Mostre, dentre os 2n pontos originais, ha trés deles conectados por
segmentos adicionados. {Data de entrega: 13/3/2008}

Sao dados n circunferéncias desenhadas no plano. Estas circunferéncias
dividem o plano em regioes. Dizemos que duas dessas regides sao ad-
jacentes se eles tém uma fronteira comum (isto é, se um arco de
circunferéncia separa estas regioes). Mostre que é possivel colorir
estas regides com duas cores, de forma que quaisquer duas regides
adjacentes tém cores diferentes.

(i) Sejam rq,...,r,—1 retas no plano (n > 1). Prove que existe uma
reta r, no plano que intercepta as n — 1 retas dadas em n — 1
pontos distintos.

(i) Deduza que L,, > L,,_1+1 para todon > 0. Aqui, como visto em
sala, L, é o nimero maximo de regioes em que podemos dividir
o plano com n retas.

Prove a unicidade no Teorema de Zeckendorf. {Data de entrega:
27/3/2008}

Desenhe todos os grafos de ordem 4, a menos de isomorfismo. Isto é,
vocé deve dar a lista completa dos grafos com 4 vértices, sem incluir
dois grafos isomorfos (hé 11 deles).

(i) Desenhe o grafo de Petersen.

(i1) Seja H o grafo linha de K°, o grafo completo de ordem 5 (dessa
forma, V(H) = E(K®°) e x e y sao adjacentes em H se e s6
se x Ny # (). Quantos vértices e quantas arestas tem H?

(iii) Seja J o complemento de H.> Desenhe J.

(iv) Decida se o grafo de Petersen e o grafo J sdo isomorfos. Justifique
sua resposta.

. Seja P = (V, E) o grafo de Petersen.

(i) Um automorfismo de P é simplesmente um isomorfismo o: V —
V de P (isto é, um homomorfismo bijetor cuja inversa o=! é
também um homomorfismo). Descreva 5! = 120 automorfismos
de P. {Data de entrega: 27/3/2008}

(i) [Desafio] O grafo P tem algum outro automorfismo?

1Seja = uma ordem sobre um conjunto P. Dizemos que = e y sdo compardveis (em
relagdo a <) se x Xy ou y =< x; caso nenhuma dessas duas relagdes valha, dizemos que x
e Yy sao incompardveis.

2Havia um erro de digitacado nesta questao. O enunciado agora estd correto.

3Assim, dois vértices sao adjacentes em J se e s6 se eles nao sdo adjacentes em H.
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(i) Existe um homomorfismo do grafo de Petersen P no K3? Justi-
fique sua resposta.
(i) Existe um homomorfismo do grafo de Petersen P no K27 Justi-
fique sua resposta.
{Data de entrega: 27/3/2008}
Seja g, o numero de grafos de ordem n, a menos de isomorfismo.
Assim, temos g4 = 11 (veja Questao 11). Prove que

Lo < gn <203). (5)

n!
[Desafio] As cotas superior e inferior em (5) sdo bastante diferentes.
Voceé consegue melhorar alguma dessas cotas significativamente?
Um grafo cibico é um grafo 3-regular (todo vértice tem grau 3). De-
cida para quais naturais n existe um grafo cibico de ordem n.
[Desafio] Seja G um grafo obtido pela adigdo de uma aresta a um
grafo 4-regular. Assim, se G tem ordem n, ele tem 2n + 1 arestas.
Prove que G tem um subgrafo 3-regular.

Uma excelente fonte de exercicios para esta disciplina é o texto Fzercicios
de Teoria dos Grafos, de Paulo Feofiloff. Veja

http://wuw.ime.usp.br/ pf/grafos-exercicios/

Alias, muitos dos exercicios desta lista serao tirados de la.
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Faca o exercicio E2.1.6 do ETG (Exercicios de Teoria dos Grafos).
{Data de entrega: 27/3/2008}
Seja G um grafo e sejam x e y dois vértices de G.

(i) Seja W = wowy ... w, um x—y passeio em em G (isto é, wy = x
e wp = y). Prove que existe um z—y caminho em G que usa
somente of vértices que ocorrem em W.

(i4) Suponha que hé dois z—y caminhos (distintos) em G. E verdade
que G contém um circuito?

(i#) Suponha que ha duas z—y trilhas (distintas) em G. E verdade
que G contém um circuito?

(iv) Suponha que ha dois z—y passeios (distintos) em G. E verdade
que G contém um circuito?

{Data de entrega: 3/4/2008}

Prove que todo grafo com §(G) > 3 tem um circuito de comprimento

par.

Prove que todo grafo conexo contém um caminho de comprimento

min{26(G), |V(G)| — 1}.

Seja G um grafo conexo e dist: V(G) x V(G) — R a fungao distancia

associada a G. Prove que valem as seguintes propriedades:

(i) dist(x,y) > 0 para todo z, y € V(G) e dist(z,y) = 0 se e s6
sex =y.

(4i) dist(z,y) = dist(y, z) para todo z, y € V(G).
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(dit) dist(zx, z) < dist(z,y) + dist(y, z) para todo z, y e z € V(G).
Seja G um grafo. Prove que quaisquer duas das assercoes abaixo
implica a terceira:

(i) G é conexo.

(i) G é aciclico.

(#i) G tem |V(G)| — 1 arestas.

Como sao conhecidos os grafos G que satisfazem duas das (e portanto

todas as) propriedades acima? {Data de entrega: 3/4/2008}

Seja T' uma arvore com grau maximo A = A(T). Mostre que T tem

pelo menos A folhas. {Data de entrega: 15/4/2008}

Seja F uma colecao de subarvores de uma arvore 7' com a propriedade

de que, para quaisquer dois membros 77" e T” de F, temos V(T") N

V(T") # 0. Mostre que existe um vértice de T' que pertence a todas

as arvores em F. {Data de entrega: 15/4/2008}

(i) Descreva o algoritmo de busca em profundidade em um grafo.
Explique como fica definida uma drvore de busca em profundi-
dade ao executarmos tal busca em um grafo conexo.

(i) Seja G um grafo conexo e seja r um vértice de G. Suponha que
executamos uma busca em profundidade em G, a partir de 7.
Seja T a arvore de busca em profundidade assim definida. Mostre
que T é uma arvore normal com raiz .

Seja T uma &arvore e seja a um autormorfismo de T. Mostre que

ou (i) existe um vértice x de T tal que a(x) = z ou (i) existe
uma aresta {z,y} tal que a({z,y}) = {z,y}. {Data de entrega:
22/4/2008}

Sejam G um grafo e M um emparelhamento em G. Dizemos que
um caminho P é um caminho M -alternante se as arestas presentes
em P pertencem a M e a E(G)\ M, alternadamente. Podemos definir
circuitos M -alternantes de forma analoga. Seja agora N um segundo
emparelhamento em G. Descreva como é o subgrafo de G gerado pela
diferenga simétrica M AN = (M UN)\ (M NN).

Sejam G um grafo e M um emparelhamento em G. Mostre que M
¢é de cardinalidade maxima se e s6 se nao existe um caminho M-
aumentador em G, isto é, um caminho M-alternante com ambos os
extremos nao-cobertos por M. {Data de entrega: 6/5/2008}.

Seja G um grafo bipartido com biparticao (A, B). Para cada X C A,
seja def(X) = | X| — |['(X)|. Seja v = maxy def(X), onde o maximo
é tomado sobre todo X C A. Mostre que

V(@) = |A] - . (6)

[Sugestdo. Adicione uma quantiadade adequada de vértices a B, e
conecte-os a todos os vértices em A.] {Data de entrega: 6/5/2008}
Seja G um grafo bipartido com biparti¢ao (A, B). Mostre que as trés
assercoes abaixo sao equivalentes:
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(i) G é conexo e cada aresta de G pertence a um emparelhamento
perfeito.

(i) G ndo é o complemento do K? e, para cadaz € Aey € B, o
grafo G — r — y tem um emparelhamento perfeito.

(i) G nao é o complemento do K2, |A| = |B|, e, para cada ) # X C
A, com X # A, temos |T'(X)| > |X|.

Os grafos bipartidos G satisfazendo (7)—(%4i) sao conhecidos como gra-

fos bipartidos elementares. {Data de entrega: 6/5/2008}

Seja G um grafo bipartido com biparti¢ao (A, B). Suponha que G

tem um emparelhamento perfeito e que todo vértice em A tem grau

pelo menos k. Mostre que G tem pelo menos k! emparelhamentos

perfeitos. {Data de entrega: 6/5/2008}

Para cada natural n, considere P,, a ordem parcial das partes de [n],

ordenadas por inclusao. Assim, P, tem 2" elementose x < ysex C y.

(i) Exiba explicitamente uma anticadeia de tamanho maximo em P,
para 0 <n < 4.

(ii) Escreva P, como uma uniao de cadeias, para 0 < n < 4, com o
nimero minimo possivel de cadeias em cada caso.

(#ii) Argumente cuidadosamente por que suas anticadeias em (i) sao
méximas e por que suas decomposigoes em (i7) sdo minimas
(usam o nimero minimo possivel de cadeias).

{Data de entrega: 8/5/2008}

Encontre em P, uma anticadeia de cardinalidade (Ln72 J) e encontre

uma, decomposicao de P, nesse mesmo numero de cadeias. Deduza

que o tamanho maximo de uma anticadeia em P, é (Ln72 j)' {Data de

entrega: 8/5/2008}

(i) Prove que todo grafo cibico sem arestas de corte tem um empa-
relhamento perfeito.

(ii) Decida se todo grafo ciibico tem um emparelhamento perfeito.

{Data de entrega: 8/5/2008}

Sejam G e H dois grafos. Defina o grafo GUH como sendo o grafo com

conjunto de vértices V(G)UV (H) e conjunto de arestas E(G)UE(H).

Prove que x(GU H) < x(G)x(H). {Data de entrega: 20/5/2008}

Seja G um grafo com n vértices. Suponha que exista uma particao

V(G) =ViU-- UV, de V(G) tal que, para todo i # j, existem x; € V;

e x; € Vj que nao sao adjacentes em G. Prove que x(G) <n—k+1.

{Data de entrega: 20/5/2008}

Prove que x(G) + x(G°) < n+ 1, onde G° é o complemento de G

e n = |V(G)|. Prove também que x(G)x(G®) > n. {Data de entrega:

20/5/2008}

[Desafio] Prove ou desprove: existe uma fungao f tal que, para todo

grafo G, temos x(G) < f(w(G)).

Seja G um grafo e 0 < § <1 um ntmero real. Dizemos que G tem a

propriedade P(/3) se, para todo subgrafo H de G, temos que o(H) >
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B|V (H)|, onde, como de usual, a(H) é o numero de independéncia
de H. Prove que um grafo G que satisfaz P(1/2) é bipartido. {Data
de entrega: 27/5/2008}
[Desafio] Prove ou desprove: um grafo G que satisfaz P(1/3) satis-
faz x(G) < 10'°. (Veja a Questdo 41.) Seguindo a mesma linha, prove
ou desprove: se G satisfaz P(3 — 107%), entdo x(G) < 1010",
Prove que ‘quase todo’ grafo conexo G com n vértices é tal que a(G) >
n/A(G). Para quais G essa relagdo nao vale? Encontre uma relacao
desse género que vale para todo grafo G. {Data de entrega: 27/5/2008}
Determine o indice cromético do grafo completo K", para todo valor
de n. {Data de entrega: 27/5/2008}
Seja G um grafo. Suponha que, para todo v € V(G), temos um
conjunto de cores disponiveis S(v) para v. Queremos encontrar uma
coloragao prépria dos vértices de G, digamos f: V(G) — S, onde S =
Uvev(a) S(v), de forma que f(v) € S(v) para todo v € V(G). Em
palavras: queremos uma coloragao prépria dos vértices de G que
usa, em cada vértice, uma das cores disponiveis para ele. Seja s
o menor inteiro com a seguinte propriedade: para quaisquer conjun-
tos S(v) (v € V(G)) com |S(v)| > s para todo v, existe uma coloracao
propria f como exigido acima. Chamamos tal s de numero de escolha
de G, e o denotamos por ch(G).
(i) Mostre que ch(G) > x(G).
(7i) Decida se, para todo grafo G, temos ch(G) = x(G).
{Data de entrega: 5/6/2008}
Seja m um inteiro positivo e considere U = 2m—1] = {1,...,2m—1}.
Denotamos por X = (%) o conjunto de todos os subconjuntos de
cardinalidade m de U. Sejam Xy e X; duas ‘copias disjuntas’ de X
(podemos formalizar isso pondo Xy = X x {0} e X; = X x {1}).
Considere o grafo bipartido completo B com conjunto de vértices V =
Xop U X7 e com todo vértice em X, adjacente a todo vértice em Xj.
(i) Prove que ch(B) > m + 1.
(i1) Conclua que existem grafos bipartidos G com n vértices satisfa-
zendo ch(G) > (1/2) logy n.
{Data de entrega: 5/6/2008}
[Desafio] Seja B um grafo bipartido, com bipartigao V(B) = U U
W. Suponha que |U| = |W| = n. Mostre que ch(B) < logy(4n).
[Sugestdo. Sejam S(v) (v € V(B)) com |S(v)] > s = |logan]| +
2 > logyn + 1. Seja S = U,ey (g S(v). Considere uma particao
aleatéria S = AU B de S, escolhendo para A um subconjunto de S
sorteado uniformemente ao acaso (isto é, todos os subconjuntos de S
tém a mesma probabilidade de serem escolhidos). Equivalentemente,
cada elemento ¢ € S estd em A com probabilidade 1/2, e todos esses
eventos sao independentes. Use as cores em A para colorir os vértices
em U e use as cores em B para colorir os vértices em W. Note que
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basta que, para cada u € U, tenhamos A N S(u) # () e que para
cada w € W, tenhamos B N S(w) # 0.]
Seja G um grafo com seqiiéncia de graus d; < dy < --- <d,, (n > 3).
(i) Mostre que se di, > k para todo k < n/2, entdao G é hamiltoniano.
(7i) Suponha que se di, < k e d; <[, entao d +d; > n (k # 1).
Mostre que G ¢ hamiltoniano.
{Data de entrega: 10/6/2008}
Seja G um grafo n-regular com 2n + 1 vértices.
(i) Mostre que G tem um circuito de comprimento pelo menos 2n.
(ii) Mostre que G ¢é hamiltoniano.
{Data de entrega: 10/6/2008}



