PROVA 2 DE MATEMATICA DISCRETA
20. SEMESTRE DE 2008

Instrucoes:

1. As solugoes a serem entregues devem ser elaboradas individualmente.
Entretanto, vocé pode discutir os problemas com colegas e professores.
Cite toda e qualquer fonte que vocé usar para elaborar suas
solugoes. O uso de fontes, devidamente citadas, nao diminuira sua
nota.

2. Vocé deve tentar entregar ao menos um exercicio de cada uma das
seguintes 4 listas:

(a) 1,2, 3,4
(b) 5,6, 7,8
(¢) 9, 10, 11, 12, 13
(d) 14, 15, 16, 17, 18.
Vocé pode entregar quantos exercicios quanto quiser.
Questoes:

1. Dizemos que uma cadeia C = {A;,..., Ax}, com A C --- C Ay,
de elementos de P([n]) é uma cadeia simétrica se valem as seguintes
condigoes:

(a) C é saturada, isto é, |A;| = |Ai—1]| + 1 para todo 1 < ¢ < k.

(b) 4] + [ Ay] = n.

Prove as seguintes assergoes:

(i) P([n]) pode ser particionado em cadeias simétricas. [Sugestdo.
Use indugao em n. Suponha que n > 0 e que o resultado vale
para valores menores de n. Seja P([n — 1]) = [Jycp Cr uma
decomposicao de P([n — 1]) em cadeias simétricas. Construa
duas cadeias a partir de cada C) da sequinte forma. Suponha
que Cy é a cadeia Ay C --- C Ap. Considere entao A1 C --- C
AkCAkU{n} eAlU{TL}C"' CAkflU{n}.]

(i) [Sperner] A cardinalidade méxima de uma familia de Sperner so-
bre [n] (isto é, o nimero maximo de elementos em uma anticadeia
em P([n])) é (LT;/LZJ)'

2. [Erdés] Sejam x,...,x, numeros reais. Considere as 2" somas da
forma

Tiy + o+ @,

onde i1 < --- < i e k > 0. Digamos que um conjunto S dessas somas

seja pequeno se quaisquer dois membros de S distem < 1 (a diferenca

é menor que 1 em mdédulo). Determine o tamanho maximo de um
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conjunto pequeno supondo que os x; sejam todos tais que |x;| > 1.
Isto é, determine f(n) para todo n > 0, onde definimos f(n) como
sendo

max max{|S|: S é pequeno}
TlseeyTm
e o (primeiro) maximo é tomado sobre todas as seqiiéncias x1, . .., T, €
R com |z;| > 1 para todo i.
. [Kleitman] Generalizemos o Ex. 2 para dimensoes arbitrdrias. Supo-
mos agora que os x; estdo em R, onde d > 1. Determine fy(n) para
todo n > 0, onde definimos fy(n) como sendo
max max{|S|: S é pequeno}
L1ye-9Tny
e o (primeiro) maximo é tomado sobre todas as seqiiéncias x1, . .., T, €
R? com ||z;]| > 1 para todo i (isto é, todos os z; tém norma pelo me-
nos 1). Naturalmente, este problema se reduz ao Ex. 2 se d = 1.
[Sugestdo. Vocé pode achar interessante considerar a “filosofia”
subjacente & solucao sugerida do Ex. 1.]
. Sejam z1,...,2, € R? e A > 0. Considere as 2" somas da forma

x21++$1ka

onde i1 < -+ < it e k> 0. Dizemos que um conjunto S dessas somas
é A-pequeno se quaisquer dois membros de S distam < A.
Seja
mq(n,A) = max max{|S|: S é A-pequeno}
T1y05Tn

e o (primeiro) maximo é tomado sobre todas as seqiiéncias x1, . .., T, €
B com ||z;|| > 1 para todo i (isto é, todos os z; tém norma pelo me-
nos 1). Prove que existe uma constante ¢y que depende apenas de d
para o qual vale

ma(n, &) < eall A+ 0 1 ) 0

. Sejam p um numero primo e L um conjunto de s numeros inteiros.
Suponha que F = {4, Ag,..., A} é uma familia de subconjuntos
de um conjunto de n elementos tal que

(i) A ¢ L (mod p) (1< < m);

(i) |[AinAjl € L (modp) (1<i<j<m).

Prove que
S
n
=0 N

[Observagdo. Acima, x € L (mod p) significa que x = ¢ para al-
gum ¢ € L.]



[Sugestdo. Considere o seguinte polindémio em 2n varidveis (z,y),
T = (x17"'a$n)> Yy = (yly-”,yn):

n
Flo,y) = [[(ww) -0, onde (z,5)=3 i
lel i=1
Considere agora os polinémios em n variaveis f;(z) = F(z,v;), onde
v; € {0,1}"™ é o wvetor de incidéncia do conjunto A;, isto é, v; =

(vi1, Vi, - ., Vi), onde

) lsejeA;
vij:XAi(]): 0sej¢ A

Pela definicao de F' e pelas hipdteses do teorema, p | fi(v;) se i # j
e pt fi(v;), para todo i. Como 22 = x para x = 0 e x = 1, podemos
trocar os polinémios f; por polindémios multilineares ﬁ de grau < s
que coincidem com f; em {0, 1}", e portanto nos vetores v;. Prove que
fl, fg, e fm sao linearmente independentes sobre Q. Observe que a
dimensao do espaco dos polindmios multilineares em n varidveis de
grau < s é 37 (?) Deduza o resultado.]
. Seja c¢(n) = x(R™) o nimero cromdtico do R™: o nimero minimo
de cores com que podemos colorir os elementos de R™ de forma que
quaisquer dois pontos da mesma cor nao estao a distancia 1.

(i) Prove que 4 < ¢(2) < 7.

(it) Seja p um primo. Prove que

dp—1 dp—1\\ !
-0z () (2 (Y1) 2
b 0<j<p » 7
(ii1) Prove que
ip—1 1 1 dp -1 3(4p—1
= (7)< (b ) ()4
0<j<p » 7 P P
(iv) Lembra a férmula de Stirling:
nl = (1+o(1)) (g) 9. (3)

Use (3) para deduzir que

n 1 (1+0(1))n
() = (Gma=)
ou, equivalentemente,
1
lim —log ( n) = H(a),
n—oo 1 an

onde H(a) = alog(l/a)+(1—a)log(1l/(1—a)) é a assim chamada
funcao entropia.



10.

11.

=l ge pé

(v) Prove que o lado direito de (2) é pelo menos (1.139)
suficientemente grande.
[Sugestdo. Para fazer (ii), considere o seguinte roteiro. Seja n =
4p — 1. Seja V o conjunto dos vetores com coordenadas 0 e 1 com
exatamente 2p — 1 coordenadas iguais a 1: V = {x = (z;)1<i<n €
{0,1}"™: ; = 1 para 2p — 1 indices i}. Considere o grafo G = (V, E)
sobre V', onde dois vértices sao adjacentes se e sé se a distancia eucli-
deana entre eles é \/2p. Mostre que se U C V' tem mais de 5o, ,, (’;)
elementos, entdo héd dois vértices adjacentes em U]
Para = € R, seja m(x) o niumero de nimeros primos p < z. O teorema
dos nimeros primos nos diz que
x

w(e) = (14 o(1) oo (@)
onde o(1) — 0 conforme z — oco. Seja py 0 k-ésimo primo (assim,
p1 =2, p2 =3, e pip = 29).
(i) Prove que pi/pr—1 = 1+ o(1) conforme k — oc.
(i) Prove que py = (1 + o(1))klogk conforme k — co.
O Exercicio 6 mostra que c(4p—1) > (1.139)*?~! para todo primo p su-
ficientemente grande. Use o resultado do Ex. 7 para deduzir que ¢(n) >
(1.13)™ para todo n suficientemente grande.
Seja G um grafo infinito. A densidade superior a(G) de G é definida
como sendo

hglsogp on(G), (5)
onde
on(G) = sup{o(G[W]): W C V(G), [W| = n}, (6)

e o(G[W]) denota a densidade e(G[VV])(lV;q)i1 do grafo G[W] =
(W,E(G)N (VQV)) induzido por W em G. Deduza do teorema de Erdos
e Stone ou Erdds—Stone-Simonovits que as tnicas densidades superi-
ores possiveis sao

01 1
ygrg0 L

GV V)

Isto é

{6(G): G grafo infinito} = {1 - %: te N} U{1}.

[Erdés] Seja f(®(n) o ntimero maximo de vezes que a disténcia 1
ocorre em uma configuracio de n pontos em R?. Mostre que f*)(n) =
O(n3/?). [Sugestdo. Lembre que ex(n, K?(2,3)) = O(n*?) e use
este resultado (K(?)(2,3) é o grafo bipartido completo com classes de
vértices de cardinalidades 2 e 3).]

(Continuacao do Ex. 10) Mostre que f @) (n) é superlinear, isto é,

lim f®(n)/n = occ.
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13.

14.

Seja H C ([Z}) um hipergrafo k-uniforme. Para x = (z;)1<i<n € R",

seja
Mi(x) = 3 T o 7)

HecHicH
Em palavras, para cada hiperaresta H de H, consideramos o monémio
[Iicq i, e consideramos a soma de todos estes monomios. Pomos

A= {x = (2i)1<i<n € R™:

Zlgz‘gn x; =1 ex; >0 para todo z} (8)
e
N (H) = sup{ Iy (x): x € A} (9)
Para x = (;)1<i<n € R", seja
supp(x) = {i € [n]: z; # 0}. (10)

Segue da compacidade de A que \*(H) = Ay (x*) para algum x* =
(x})1<i<n € A. Podemos, ademais, escolher x* de forma que a cardi-
nalidade de supp(x*) seja a menor possivel.
e [Frankl e R6dl] Prove que para todo i e j € supp(x*), existe H €
H tal que {i,j} C H C supp(x*).

[Motzkin e Straus| (Continuacao do Ex. 12)

(i) Mostre que \*(H) > |H|/n*.

(ii) Suponha agora que k = 2, isto é, estamos falando de grafos.
Seja w(H) o nimero maximo de vértices mutuamente adjacentes
em H, isto é, w(H) = max{k: H contém K*}. Mostre que

1 1
NH)<-[|1-——]. 11
<y (1-1) 1)

(ii1) Deduza o seguinte coroldrio do teorema de Turdn: para todo

t > 1, temos
n\ ! 1
lim ex(n,Kt“)( ) =1--=. (12)

[Lema de Ko6nig] Nesta questao, consideramos arvores (infinitas). Uma

drvore T é definida da seguinte forma recursiva: T = (r;T1,...,Ty),

onde r é um vértice distinguido, chamado de raiz, e 0s T; (1 < i < d)
sao arvores nao-vazias, chamadas de subdrvores de r. As raizes das
subarvores T; sao chamados de filhos de r. O ntmero d é chamado
de grau de r (d pode ser 0). Assim, r tem d filhos. Um caminho (que
parte da raiz de T') é uma seqiiéncia da forma rg, 71, ..., onde rg é a
raiz de T' e, em geral, r; é um filho de r;_1. Dizemos que uma arvore ¢é
localmente finita se todo vértice tem um numero finito de filhos (isto
é, d na defini¢do acima é sempre um inteiro nao-negativo).

Prove que uma arvore localmente finita que tem infinitos vértices
tem um caminho infinito.
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16.

17.

Considere as seguintes assercoes:

(i) Qualquer particdo do conjunto dos nimeros naturais em um
numero finito de partes é tal que alguma das partes contém pro-
gressoes aritméticas (PAs) arbitrariamente longas.

(i1) Para todo natural k > 1, vale que qualquer parti¢do do conjunto
dos numeros naturais em um nuimero finito de partes é tal que
alguma das partes contém uma PA com k elementos.

(#ii) Para todos os naturais k > 1 e r > 1, existe um inteiro W tal
que se [W] = Wy U---U W, é uma partigao arbitraria de [W],
entdo para algum i a parte W; contém uma PA de k elementos.

Prove que as asser¢oes acima sao equivalentes. [Sugestao. Use o Lema

de Konig para mostrar que (%) implica (74i)]

[de Bruijn e Erdds] Nesta questao, consideramos o niimero cromético

de grafos infinitos. Lembre que o niimero cromético x(G) de um

grafo G é o nimero minimo de cores com que podemos colorir os
vértices de G de forma que quaisquer dois vértices da mesma cor nao
sao adjacentes.

(i) Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) = N* = {1,2,...}
e com Xx(G) = ¢ < co. Prove que existe um subgrafo G’ de G
com um numero finito de vértices e x(G') = ¢q. Isto é, se todos
os subgrafos finitos de um grafo infinito G sdo (¢ — 1)-coloriveis,
entao G é (¢ —1)-colorivel. [Sugestdo. Use o Lema de Konig. Al-
ternativamente, siga o roteiro a seguir. Seja G; o subgrafo de G
induzido por [i] (¢ > 1). Suponha que x(G;) < ¢ para todo i.
Fixe uma (¢ — 1)-coloragao prépria de G; para todo i. Para in-
finitos ¢ (digamos, i1 < i < ...), o vértice 1 de G recebe uma
mesma cor nas (¢ — 1)-coloragoes dos Gj,,Gi,, ..., digamos c;.
Pinte o vértice 1 de G da cor ¢;. Passamos a considerar os grafos
Gi,, Gy, ... no resto da prova. Ponha Ggl) =Gy, Ggl) = Gy,

etc. Para infinitos i (digamos, igl) < igl) < ...), 0 vértice 2 de G

recebe uma mesma cor nas (¢ — 1)-coloragoes dos Ggll), Gg), cee
digamos co. Pinte o vértice 2 de G da cor co. Complete esta
prova.]

(i1) Considere agora o caso em que G acima tem conjunto de vértices R
(e nao mais N*). Como seria o resultado analogo? Como seria a
prova?

Fixe um inteiro positivo n. Nesta questao, escrevemos {z < y} para

um par de inteiros {z,y} com x < y. Considere o grafo I' =T, cujos

vértices sao os pares {z,y} C [n] e cujas arestas sdo todos os pares de
vértices da forma

{{z <y}, {y < 2}}.

(I' = I', tem (}) vértices e () arestas.) Observe que I' ndo tem
triangulos. Mostre que, dado qualquer inteiro k, existe ng tal que

6



18.

se n > ng, entdo o numero cromatico de I' = I',, é pelo menos k.
{Data de entrega: 15/10/2002}

Prove que existe uma coloracao dos niimeros naturais com azul e
vermelho tal que nenhuma progressao aritmética infinita fica colorida
com uma unica cor.



