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TOPICOS EM COMBINATORIA CONTEMPORANEA 1
10. SEMESTRE DE 2017

EXERCICIOS

Entrega. Entregue suas solugoes no Paca. Solugoes entregues fora de prazo valerao menos.

Politica de colaboragao e uso de fontes. Todo trabalho entregue por vocé deve ser seu. Vocé
nao deve fornecer suas solugoes a seus colegas e vocé nao deve procurar solugdes de terceiros (como
colegas ou na Web). Por outro lado, vocé é encorajado a discutir com seus colegas o material visto
em sala e os enunciados dos exercicios. Caso vocé acidentalmente encontre a solugdao de algum
exercicio em algum lugar, vocé deve citar esta fonte em sua solugdo. Caso vocé acidentalmente
acabe colaborando com colegas na descoberta de uma solugao, vocé deve citar esta colaboracao em

sua solucao. Seu desempenho nesta disciplina ficara prejudicado caso vocé viole essas regras.

1. Prove as seguintes estimativas.
(i) 14+ 2z < e” para todo = € R.
(ii) 1+ 2 > exp {z —2?/2} para todo 0 < z < 1.
(iii) 1 —x > exp{ —x — :U2} para todo 0 < z < xg, para algum zy > 0. De fato, podemos
tomar, por exemplo, x¢g = 0.68.
(iv) Prove que 1+ x > exp{z/(1 + z)} para todo x > —1.
[Sugestdo. Lembre que 1/(1 — ) = 1+ x + 2% + ... uniformemente se || < zg e 79 < 1.
Integre ambos os lados para obter
—log(l—x):x—l—%ﬁ—l—éx?’—i—...] (1)

2. Prove as seguintes estimativas para (g), onde a e b sao inteiros nao-negativos.

(i) Se a > b, entao
a\b
5) @)

(1) = . 3)
0=

[Sugestao. Avalie (14x)® por cima e por baixo para = b/a. Use, para tanto, 1+z < e”
e 0 binoémio de Newton: (14 z)* > (§)z".]

(i1) Ademais,

(#ii) Para todo b > 0,
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(iv) Prove a seguinte versao mais forte de (7ii): se b < a, entao
a ea\?
) ( > <($)" (5)
~ . \J b
0<5<b

3. A férmula de Stirling diz que

nl = (14 o(1)) (g)" o, (6)
onde o(1) — 0 conforme n — co.
(i) Prove que, para todo ¢ fixo, independente de n, temos
n 2
=1 1))2™/ — 7
(a4 ¢) = otz 2. ™
onde o(1) — 0 conforme n — co.

(ii) Prove que se k = k(n) =n/2+ cy\/n, onde ¢, — ¢ (n — 00) e ¢ é uma constante, entao

<Z> B k'<nnlk>' ~ fﬁ”” (8)

onde d = d(c) > 0 é uma constante que depende apenas de c.
(ii1) Prove que, para todo 0 < a < 1 fixo, temos

(Lcw - (wl—la)la)mow’ 9)

ou, equivalentemente,

lim 2+ log ( n ) — H(a), (10)

onde H(a) = alog(l/a) 4+ (1 — a)log(1/(1 — «)) é a assim chamada fungao entropia.
4. Sejam (A1, B1),...,(Am, Bn) pares de conjuntos finitos com A; N B; = ) para todo i e com
A;NBj # 0 ou Aj N B; # ) para todos os i e j com i # j. Ademais, suponha que |4;| < a e
|B;| < b para todo i. Prove que

(a+b)a+b
m < T (11)

[Sugestdo. Prove que, para qualquer 0 < p < 1, tem-se
m
) B;
> oMl —p) < (12)
i=1

Utilize essa cota para derivar o resultado.] {Data de entrega: 2/4/2017}
5. [Soma por partes| Sejam (ap)n>1 € (bn)n>1 duas sequéncias. Ponha A, = Zlgkgn an (n > 0).

Prove que

> apbn= Y An(bn—bpy1) + Anby. (13)
1<n<N 1<n<N

2017/6/13, 5:17pm
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10.

11.

12.

13.

14.

Seja A = {a; < az < ...} uma sequéncia de inteiros positivos. Lembre que d(A), d(A), §(A)
e 6(A) denotam as densidades naturais e logaritmicas inferiores e superiores de A. Prove que

d(A) < 6(4) < 5(4) < d(A). (14)

[Sugestao. Use soma por partes| {Data de entrega: 9/4/2017}
(i) Exiba uma sequéncia A = {a; < a; < ...} de inteiros positivos que nao tem densidade
natural (isto é, d(A) # d(A)).
(7i) Exiba uma sequéncia A = {a; < a1 < ...} de inteiros positivos que nao tem densidade
logaritmica (isto é, 8(A) # 8(A)).
{Data de entrega: 2/4/2017}

Seja A C (%i]) um sistema 2-intersectante com |.A| o maior possivel. Prove que

A= (5-:0) (5): (15)

onde lim, ,o e(r) = 0. {Data de entrega: 9/4/2017}
Para inteiros t < n, ponha

g(n,t) = max | A] (16)
onde o méximo é tomado sobre todos os A C P([n]) = 2" que sdo t-intersectantes, isto é,
para todo A e A’ € A, temos [ANA'| > t.
(i) Mostre que g(n,1) = 2"~1.
(ii) Mostre que, para todo inteiro ¢ > 2, temos g(n,t) = (1 + o(1))2"~ . Isto é, prove que

lim, o0 g(n, )27 = 1.

{Data de entrega: 9/4/2017}
Sejam dados uma familia ¢-intersectante A C P([n]) e inteiros 1 < i < j < n. Prove
que s;i;(A) é t-intersectante.
O teorema de Katona sobre familias t-intersectantes identifica as familias que atingem o
maximo. Prove que de fato tais familias sao as tnicas que atingem a cota do teorema.
Suponha que colorimos as arestas do grafo completo K™ com k cores e n > 2F. Mostre que
hé nessa coloragao um circuito impar monocromaético.
Suponha que colorimos as arestas do grafo completo K™ de forma que, para cada vértice x,
o numero de cores distintas que ‘ocorrem em x’ é no méximo k (uma cor ¢ ocorre em x se
alguma aresta {x,y} tem cor ¢). Prove que se n > 2, entdo hé nessa coloracdo um circuito
fmpar monocromdtico. Deduza o resultado no Ex. 12. [Sugestdo. Aplique a desigualdade
m (12).] {Data de entrega: 16/4/2017}
Um grafo orientado G é um grafo G munido de uma orientacao de suas arestas. Assim,
dado @, ha 2¢%) grafos orientados G associados a G, onde e(G) = |E(G)| < (”(QG)) ev(G) =
IV(G)|. Dizemos que G tem diametro 2 se, para qualquer (z,y) € V(G) x V(G), ha um
caminho orientado de comprimento no méximo 2 de x para y. Prove que, para todo n > 3,
existe um grafo orientado G com n vértices e O(nlogn) arcos (um arco é simplesmente uma
aresta orientada).
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15.

16.

17.

18.

19.

Prove que todo grafo orientado G com n vértices e didmetro 2 tem pelo menos Q(nlogn)

arcos. Este resultado vale para grafos nao-orientados? [Sugestdo. Dado z € V(G), se-
jam N*t(z) = {y € V(G): &y € E(G)} e N~(z) = {y € V(G): vz € E(G)}. Aplique a
desigualdade em (12); use a desigualdade de Jensen.] {Data de entrega: 16/4/2017}

Seja p um primo e suponha que A C (%Z]) seja tal que |AN B| # p para todo Ae B € A

A< Y <4]?’>. (17)

0<j<p

com A # B. Prove que

{Data de entrega: 16/4/2017}
1) Seja p um primo. Construa um conjunto X de 2P) pontos em R*~! com a seguinte
2p
propriedade: todo X’ C X que nao contém dois elementos ortogonais é tal que

X<2 3 (@). (18)
0<j<p N7
[Sugestdo. Considere vetores com coordenadas +1 em R* com o mesmo niimero de +1s
e —1s.]
(ii) Use o conjunto X de (i) para construir um conjunto Y C R? que desprova a conjectura
de Borsuk (em dimensao suficientemente alta), onde d = (47’2_ 1). [Sugestao. Considere
a aplicacao
9+ (aigh<ij<ap—1 = (@ij)i<icj<ap-1, (19)
que leva matrizes (4p — 1) x (4p — 1) em matrizes triangulares superiores.]

(4ii) Seja f(d) o menor t tal que todo S C RY com 0 < diam S < oo admite uma particio de
Borsuk em t partes, isto é, uma particao em t¢ partes tal que cada parte tem diametro
menor que diam(S). Use (ii) para provar uma cota inferior exponencial para f(d) para
todo d suficientemente grande da forma d = (4p2_ 1), onde p é um primo.

(iv) Deduza a partir de (iii) uma cota exponencial para f(d) para todo d suficientemente
grande. [Sugestdo. Use o teorema dos nimeros primos.]

{Data de entrega: 16/4/2017}

Seja p um primo e n um inteiro com n > 2p?. Seja V = Vop = (pé”_]l) e = FE,p,o

conjunto de arestas {A, B} (A, B€ V, A# B) com |[ANB| # —1 (mod p). Seja G = Gpp 0

grafo (V, E) = (Vs p, Enp). Pomos h(G) = max{w(G), a(G)}. Isto é, h(G) é a cardinalidade

méaxima de um conjunto homogéneo em G (completo ou vazio). Prove que
n n
h(Gpnyp) < <2 . 20
Gws ¥ (") =2(,") (20)
0<j<p

Fixe € > 0. Para todo t suficientemente grande, dé uma construcao explicita de um grafo G =

G com pelo menos
t(l—s)(logt)/4loglogt (21)

vértices e com h(G) < t. [Sugestio. Escolha n = p? no resultado no Ex. 18; use to teorema

dos nimeros primos.|
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20.

21.

22.

23.

Seja T uma arvore com raiz r e infinitos vértices.! Suponha também que T seja localmente
finito, isto é, que todo vértice de T tenha grau finito. Prove que T' tem um caminho infinito
da forma (r,z1,x2,...).
Seja G um grafo infinito. Suponha que os ntimeros cromaticos dos subgrafos finitos de G
sejam uniformemente limitados, isto é, que haja um inteiro ¢ tal que x(H) < ¢ para todo
subgrafo finito H de G.
(i) Prove que x(G) < g supondo que V(G) é enumeravel. {Data de entrega: 25/4/2017}
(ii) Prove que x(G) < q. [Sugestao. Use o teorema de Tychonoff. Considere [¢] como um
espaco topolégico discreto e considere X = HveV(G) [q] com a topologia produto.]
Seja d > 0 um inteiro e € > 0 um numero real. Seja B(d,¢) o grafo infinito com conjunto de

vértices S = {x € R¥!: ||z|| = 1} e conjunto de arestas
{{x,y}:x,yESde (x,y) S—l—i—s}. (22)

(i) Prove que x(B(d,e)) > d+ 2.
(ii) A cintura impar og(G) de um grafo G é o comprimento de um circuito impar mais curto

em G, isto é,
0g(G) = min{|V(C)|: C circuito de comprimento impar em G}. (23)

Prove que og(B(d,¢)) > f(e) para alguma funcao f com lim._,o f(g) = oo.

(#ii) Podemos medir o ‘tamanho’ de conjuntos U de vértices de B(d, €) usando a medida nor-
malizada p(U), pelo menos para conjuntos U mensuraveis. Aqui, u(U) = vol(U)/ vol(S%),
onde vol(X) = volg(X) denota o volume d-dimensional de X (X C S mensuravel). Por

exemplo, para z € S e 0 < h < 2, seja
Cu(z)={z¢€ 8% (z,2) >1—h} (24)

o domo esférico de S centrado em x e de altura h. Entao

arccos(1—h)
H(Co(o) = ca | (sin 0)*~ db, (25)
0

onde ¢4 > 0 é uma constante apropriada para que u(Ca(z)) = u(S?) = 1 para qual-
quer € S% Podemos definir a(B(d,¢)) = sup{u(U): U independente em B(d,e)}.
Prove que a(B(d,¢)) > g(e) para alguma fungao g com lim._,¢ g(e) = 1/2.
Sejam ¢ e { inteiros arbitrdrios. Prove que existe um grafo finito G tal que x(G) > ¢
e 0g(G) > (. {Data de entrega: 25/4/2017}

24. Seja G = K(n, k) o grafo de Kneser com parametros n e k com n > 2k > 2. Prove que

0g(G) =1 +2 [n _’“%] . (26)

Quanto é a cintura de G? (A cintura g(G) de G é min{|V(C)|: C circuito em G}.)

INeste e exercicio e nos Exs 21 e 22 consideramos grafos infinitos. Todos os nossos grafos sdo finitos, a menos de
mencgao contraria explicita.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Sejam dados ¢ e £ inteiros e ¢ > 0 um ndmero real. Prove que existe um grafo G tal
que x(G) > q, 0g(G) > L e a(H) > (1/2 — €)|V(H)| para todo subgrafo H de G. Qual é o
ntimero cromético de um grafo G tal que a(H) > (1/2)|V(H)| para todo subgrafo H de G?
{Data de entrega: 2/5/2017}

Seja G um grafo. Seja Z = Z(G) = {I € V(G): I conjunto independente em G} a familia
dos conjuntos independentes de vértices em G. Uma coloragao fraciondria de G é uma fungao

nao-negativa x: Z — R tal que, para todo v € V(G),

Y {z(I):veleI(@)} > 1. (27)

Seja val(z) = 3 _jeq(q) @(I). O nimero cromdtico fraciondrio x(G) de G é dado por

X¢(G) = min{val(x): = coloracao fracionaria de G'}. (28)
(i) Prove que e
g <@ <x(@) (29)

(ii) Seja G = K(n,k) o grafo de Kneser com parametros n e k com n > 2k > 2. Prove

que x¢(G) =n/k.
{Data de entrega: 30/4/2017}

Seja (£2,P) um espago de probabilidade em que estdo definidas k varidveis independentes
X1, ..., Xk ndo constantes, isto é, tais que, para todo i e ¢, temos P(X; = ¢) < 1. Prove
que |Q| > 2*. {Data de entrega: 7/5/2017}

Fixe n > k > 2. Construa n varidveis aleatérias uniformes e k-a-k independentes X1,..., X,

nio-constantes definidas em um espaco de probabilidade (2, P) com || < (2n)*. [Sugestdo.
Fixe um primo p > n e considere F,, = Z/pZ. Seja k = d + 1. Seja v(t) = (1,...,t?) e fixe n
elementos distintos ¢1,...,t, € F,. Seja X; = (7(¢),Y) (1 < i < n) com Y = (Yj)o<j<a
onde Y; ¢é uniforme e independentemente sorteado de IF,.| {Data de entrega: 7/5/2017}

Seja H um grafo. Tome
q(H) = sup{x(G): G grafo sem cépias de H como subgrafo}. (30)

(i) Prove que q(H) = oo se H nao é uma floresta (isto é, se H contém circuitos).

(ii) Prove que ¢(H) < oo se H é uma floresta. Encontre uma cota superior explicita
para q(H) neste caso

{Data de entrega: 14/5/2017}

Sejam k e ¢ > 3 inteiros. Prove que existe um grafo G com x(G) > k, g(G) > { e

IV(G)| < (30(log £)(log(30k))£2k) . (31)

[Sugestdo. Veja as notas de aula de 28/4/2017] {Data de entrega: 14/5/2017}
Reescreva a prova de Turédn do teorema de Hardy e Ramanujan sobre o niimero de divisores
primos distintos de um inteiro sem usar o teorema dos ndmeros primos. [Sugestdo. Lembre
que, para um primo p, consideramos X, = Lygp3. Se X = ZPS\/EXP e X = Zpgn Xp,
temos X' < X < X'+ 1]
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32.

33.

34.

35.

36.

Seja Q2(m) o numero de divisores primos de m, contados com multiplicidade (de forma
que Q(12) = 3 enquanto que w(12) = 2). Seja @ = a(n) qualquer fungdo com a — oo
quando n — co. Prove que

lim Ppey o <|Q(m) “loglogn| > a\/loglogn) ~0. (32)

n—oo

[Sugestdo. Seja X,i = Lk Note que Q(m) =3 1 Xk (m). Prove que

1 1
D e D e s
k>2,p primo p p p(p 1)
de forma que Epeyy (2(m) —w(m)) = O(1) e conclua que Pp,c 1) (2m) —w(m) > 5(n)) =
o(1) para qualquer 8 = (n) — co.]
Fixe n e suponha m € [n]. Seja t.(m) um valor real ¢ com a seguinte propriedade:

1
|{p: p divisor primo de m com p < t}| > §w(m) (33)

1
|{p: p divisor primo de m com p > t}| > §w(m) (34)

Prove que para todo € > 0 existe ng tal que vale a seguinte afirmagao: para todo n > ng,
temos que para pelo menos (1 — €)n valores de m € [n], temos

e(logm)l/Q*’S < t*(m) < e(logm)1/2+5' (35)

[Sugestao. Seja w(m,t) o numero de divisores primos distintos p de m com p < t. Estude o
comportamento tipico de w(m,t) para m € [n].] {Data de entrega: 21/5/2017}

Prove que p = 372 é uma funcao limiar para a propriedade de F = (2["])p ser uma familia
de Sperner, isto é, ser tal que ndo hd Ae B € F com A C B e A # B. [Observagao. Lembre
que se U é um conjunto finito e 0 < p < 1, denotamos por U, um subconjunto aleatério
binomial de U, isto é, P(U, =T) = plT! (1 —p)'UHT‘. Como “ser Sperner” é uma propriedade

decrescente, naturalmente queremos provar que se p < 3~"/2

, entao lim, P(F Sperner) = 1
e se p>> 372 entdo esse limite é 0.] {Data de entrega: 21/5/2017}

Tome p = 3/n e considere G(n,p). Seja X o nimero de circuitos hamiltonianos em G(n, p).
Mostre que E(X) — oo conforme n — oco. Mostre também que G(n,p) ndo tem circuito

hamiltoniano com probabilidade tendendo a 1 conforme n — co. Repita o mesmo para
1
p = —(logn +loglogn + «), (36)
n

onde @ = «(n) é uma funcdo arbitraria tal que @« — —oo conforme n — oo. {Data de
entrega: 21/5/2017}

Se A, B e C sio trés pontos em RY, com A # B e A # C, entdo os vetores B— Ae C — A
definem um angulo §(A, B, C) no ponto A. Aqui consideramos (A, B,C) € [0,7]. Se S ¢ R?
e 0 > 0, dizemos que S é um -conjunto se, para quaisquer trés elementos distintos A, B e C
em S, temos 0(A, B,C) < 6. Seja dado 6 e tome

f<o(d) = max{|S|: S € R? é um f-conjunto}. (37)
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38.

39.

40.

41.

(7) Determine f<,/3(d).
(ii) Prove que, para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

fﬁﬂ/?ri—a(d) > (1 + 6)d' (38)
{Data de entrega: 28/5/2017}
Sejam X7, ..., X, varidveis aleatorias independentes com
1
P(Xiz—l)ZP(Xi=1)=§ (39)
para todo ¢. Seja S, = Zlgign X;. Prove que, para qualquer a > 0, temos
P(S, > a) < e */2. (40)
[Sugestdo. Veja, por exemplo, Alon e Spencer (2000), Apéndice A.]
Seja A = (a;;) uma matriz. Para I um conjunto de linhas de A e J um conjunto de

colunas de A, seja sa(I,J) = 1TA1, = > icl jes @ij- Vamos dizer que A é a-limitada
se |sa(I,J)| < ay/|I||J| para todo I e J. Seja A uma matriz aleatéria n x n com entradas +1
e —1 independentes com

Plag; = —1) = Ploy; = 1) = (4
para todo ¢ e j. Prove que, com probabilidade tendendo a 1 conforme n — oo, a matriz A
é cy/n-limitada para qualquer constante ¢ > 2y/log2. [Sugestdo. Use o Ex. 37.] {Data de
entrega: 31/5/2017}
Dada uma matriz B, vamos denotar aqui a i-ésima linha de B por B;. Como no Ex. 38, para [
um conjunto de linhas e J um conjunto de colunas de B = (b;;), seja sp(I,J) = 1TB1, =
Zid’jg bij. Seja B uma matriz n X n com entradas +1 e —1 cujas linhas sao ortogonais:
(B;, By) = 0 para quaisquer i # i'. Prove que |sp(I,J)| < \/n|[I||J| para quaisquer I e .J.
[Sugestio. Note que sp(I,J) = (>,c; Bi, 1) e aplique Cauchy-Schwarz. Para estimar
| >, Bil|, lembre que os B; sao ortogonais.] {Data de entrega: 4/6/2017}
Dé uma construcao explicita para grafos (g, o(1))-uniformes para alguma constante 0 <
o < 1. Mais precisamente, dé uma construcao explicita de grafos G = G" arbitrariamente
grandes que sejam (g, o(1))-uniformes, isto é, que sejam (g, f(n))-uniformes para alguma
fungao f(n) com lim, f(n) = 0. [Sugestdo. Antes de ler esta sugestao, tente encontrar uma
tal construcdo explicita seriamente. Nao encontrando, continue a ler. Fixe t e seja n = 2%
Considere o grafo G = G com conjunto de vértices P([t]) = 21 definido a seguir. Se x
e y C [t] sdo distintos, coloque a aresta {z,y} em G se |z N y| for impar. Prove que G
é (1/2,+/n/2)-bijumbled (para tanto, considere uma matriz B com entradas em {—1,1}
adequada, indicando as adjacéncias em G (as linhas e colunas de G devem ser indexadas
por V(G)). Defina B de forma que vocé possa aplicar o resultado no Ex. 39).] {Data de
entrega: 7/6/2017}
Resolva o Ex. 40, mas agora para alguma funcdo o = p(n) = o(1). [Sugestdo. Fixe um
corpo finito F. Considere V' = F?\{0} /~, onde ~ ¢ a relacéo de equivaléncia em F3\{0} em

que (zg,x1,x2) é equivalente a (z(, 2}, z)) se e s6 se existe A € F\{0} tal que (z(, x|, x%) =
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42.

43.

A xo,x1,22). Denote a classe de (zg,z1,x2) por [zg,z1,x2]. Defina o grafo G sobre V
declarando dois elementos distintos [z, z1,22] e [xf, 2}, z5] adjacentes se e sé se zoz( +
z12) + oz, = 0. Defina uma matriz adequada como na sugestao do Ex. 40 e aplique uma
generalizacao do resultado no Ex. 39, valida para matrizes com linhas ortogonais em que as
entradas nao precisar ser de {—1,1}).] {Data de entrega: 11/6/2017}

Prove a seguinte versao do lema de regularidade de Szemerédi: Para quaisquere > 0, kg er >
1, existem ng = ng(e, ko, ) e K = K (e, ko, ) para os quais vale o seguinte. Sejam G1, ..., G,
grafos quaisquer sobre um mesmo conjunto de vértices V. com |V| = n > ngy. Entao existe
uma particao de V com partes Cy,...,C) que é e-balanceada e ainda tal que, para pelo
menos (1 —¢) (g) pares (C;,Cj) com 1 < i < j < k, vale que (C;,C}) é simultaneamente
e-regular em relagao a cada um dos r grafos G, (1 < o <r). (Note que, assim, a parti¢ao
é e-regular em relagao a todos os G,.) [Sugestdo. Use o fato que o lema de regularidade
pode ser provado exigindo-se que a particao resultante seja um refinamento de uma particao
dada (isto é, de forma que toda classe nao excepcional da particao resultante esteja contida
em alguma parte da partigao dada). Alternativamente, lembre que na prova que vimos do
lema de regularidade, usamos a quantidade ||Ap||% para mostrar que um certo processo de
refinamento sucessivo termina com uma particio regular do grafo dado (a quantidade || Ap||%
é também conhecida como o indice da partigdo P). Sendo dados r grafos Gy, ...,G,, use a
quantidade ||A1[|% + -+ + || A.||3, onde A, é a matriz de adjacéncia de G|

Sejam dados grafos G e Hy, ..., H,. Escrevemos Gﬂ(Hl, ..., H;) se vale o seguinte: para
qualquer coloracao das arestas de G com cores 1,...,r, para algum 1 < ¢ < r, um subgrafo
induzido H de G isomorfo a H; tem todas suas arestas coloridas com a cor i.> Prove que,
para quaisquer r grafos Hy,..., H,, existe um grafo G tal que Gﬂ(Hl, ..., Hp). [Sugestao.
Tome para G o grafo aleatério G(n, 1/2). Use o lema de regularidade de Szemerédi, o teorema
de Turdn, o teorema de Ramsey, e use um lema da imersao adequado.] {Data de entrega:
22/6/2017}

2sto &, existe U C V(G) tal que o subgrafo H = G[U] = (U, (%) N E(G)) induzido por U em G & isomorfo a H; e
todas as arestas em () N E(G) estdo coloridas com a cor i.
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