ARVORES BINARIAS ALEATORIAS

YOSHIHARU KOHAYAKAWA

1. ARVORES BINARIAS

1.1. Arvores binarias e o nimero delas. Comecamos com a defini¢ao
de arvores bindrias.

Definicao 1. Uma drvore bindria pode ter apenas um ndé externo e nenhum
nd interno, ou pode consistir de um né interno r, chamado raiz, e duas
subdrvores bindrias: a subdrvore esquerda Ty, de r e a subdrvore direita Tgr
de r; essas subdrvores sao também arvores bindrias. A raiz de Ty, é o filho
esquerdo de r e a raiz de Tg € o filho direito de r. Naturalmente, o né r é o
pai de seus filhos.

H4a uma arvore com 0 nds internos, uma com 1 né interno, e duas com 2
noés internos. As cinco arvores com 3 nés internos aparecem na Figura 1.
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FIGURA 1. As 5 &arvores bindrias com 3 nds internos (nés
externos nao estao representados nos diagramas)

Na Tabela 1, temos o niimero de arvores bindrias ¢ com N nds internos
para valores pequenos de N.

N|{1|2]|3,4]|5] 6 7 8 9 10
tn || 112]5|14 |42 132|429 | 1430 | 4862 | 16796

TABELA 1. Numero de arvores binarias ¢y com N nos internos

Exercicio 2. Desenhe todas as 14 drvores bindrias com 4 nds internos.

Teorema 3. O numero de drvores bindrias ty com N nds internos é dado

= ) = (1o (). 0

Date: 16 de maio de 2007.



1.2. Profundidade média de um né em uma arvore. Definimos agora
a profundidade de um né em uma arvore.

Definicao 4. A profundidade prof(z) de um né x em uma drvore é 0 se x é
a raiz da arvore e é prof(p) + 1 se x tem pai p.

Dada uma arvore binaria T', estamos interessados na profundidade média
de seus nés:

Ave, (prof(z)) = %Zprof(x), (2)

T

onde a soma ¢é sobre todo né interno x de T' e N é o nimero de nds internos
em T

2. ARVORES BINARIAS ALEATORIAS

2.1. Arvores aleatérias uniformes. Fixe um natural N. Podemos gerar
uma arvore bindria aleatéria com N nds internos simplesmente sorteando,
uniformemente ao acaso, uma dentre as ¢y arvores binarias com N nés
internos. Vamos denotar tal arvore aleatéria por Uy.

2.2. Arvores aleatérias de busca. Podemos gerar uma arvore binaria
aleatoria com NN néds internos da seguinte outra forma.

Podemos usar arvores bindrias para armazenar uma colecao de dados, ar-
mazenando um dado por né interno. Neste contexto, supomos que os dados
armazenados admitem uma ordem total e que os dados sao armazenados
de acordo com a propriedade de drvore bindria de busca: suponha que o
dado armazenado em um dado né =z é D; entao D é maior que os dados
armazenados nos nés da subarvore esquerda de x e D é menor que os dados
armazenados nos nés da subarvore direita de x. Quando usamos arvores bi-
narias como tal estrutura de dados, obtemos o que é usualmente conhecido
como drvores bindrias de busca.

Para gerar uma &arvore binaria aleatéria com N nds internos, podemos
gerar uma permutagao aleatéria o de {1,..., N} uniformemente ao acaso,
e entdo inserir o(1),0(2),... em uma &arvore binédria de busca inicialmente
vazia (um dado inserido gera um novo né no “fundo” da arvore). Tal pro-
cesso gera uma arvore bindria de busca aleatéria com N néds internos e, se
ignoramos os dados armazenados em tal drvore, temos uma arvore bindria
aleatdéria. Denotemos tal arvore aleatéria por By.

Naturalmente, o processo descrito acima induz uma distribuicao de proba-
bilidade sobre as ty arvores bindrias com N nés internos. Essa distribuicao
nao coincide com a distribuigao uniforme (para N > 3).

Exercicio 5. Qual € a distribuicao de probabilidade induzida pelo processo
acima sobre as b arvores da Figura 17 Qual é a distribuicao induzida sobre
as tqy = 14 arvores binarias com 4 nés internos?



3. PROFUNDIDADE MEDIA DE NOS EM ARVORES ALEATORIAS

Estamos interessados na profundidade média dos nds internos em arvore
aleatérias (veja (2)). De fato, se usamos uma &rvore bindria como uma
arvore bindria de busca, essa profundidade média é o valor esperado do
numero de comparacoes necessarias para localizar um dado armazenado na
arvore, supondo que fazemos busca dos dados de acordo com a distribuicao
uniforme (a probabilidade de buscarmos um particular dado é 1/N se ha N
dados armazenados na arvore).

Lembre que definimos as &rvores bindrias aleatérias Uy e By (veja Se-
goes 2.1 e 2.2).

Teorema 6. O wvalor esperado da profundidade média dos nds internos

de Uy ¢
<1+;>4N<2]]VV>_13;V:\/ﬁzwou/\/ﬁ). (3)

Teorema 7. O walor esperado da profundidade média dos nds internos
de By €

2(Hys1 — 1) <1+Jb) —2=2logN —2(2—~)+ O <10§VN>, (4)

onde Hyy1 =141/24---4+1/(N+1) é o (N +1)-ésimo nimero harmaénico
ey =0.5772156694 ... € a constante de Fuler.

Vemos de (3) e (4) que a profundidade média dos nés em Uy é muito maior
que a profundidade média dos ndés em By: a primeira é ~ V7N = @(\/]V )
e a segunda é ~ 2log N = O(log N).

Exercicio 8. Seja Cny o valor esperado da profundidade média dos nés
internos de By . Prove que C7 = 0 e que, para N > 0,

NCOy=N-1+ % > ((k=1)Ch1 + (N = k)Cn_y). (5)
1<k<N

Exercicio 9. Prove que Cy é dado pela equagao (4).

4. ALGUMAS ARVORES ALEATORIAS

Para visualizarmos a diferenca dramatica entre (3) e (4), podemos gerar
algumas Uy e algumas By e podemos desenhda-las. As seis arvores a seguir
tem N = 400 nos internos. Trés delas foram geradas com a distribuicao
de Uygp e as outras trés foram geradas com a distribuicao de Bygp.

Exercicio 10. Escreva um programa que, dado N, gera uma By .

Exercicio 11. Escreva um programa que, dado N, gera uma Uy.



FIGURA 2. Uma Uygg



Ficura 3. Outra Uygg

FIGURA 4. Outra Uygg
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FIiGura 6. Outra Bygg



