
MÉTODOS PROBABILÍSTICOS EM COMBINATÓRIA E EM TEORIA DA

COMPUTAÇÃO I

2O SEMESTRE DE 2020

EXERCÍCIOS

Entrega. Entregue suas soluções no e-Disciplinas. Soluções entregues fora de prazo valerão1

menos.2

Poĺıtica de colaboração e uso de fontes. Todo trabalho entregue por você deve ser seu. Você3

não deve fornecer suas soluções a seus colegas e você não deve procurar soluções de terceiros4

(como colegas ou na Web). Por outro lado, você é encorajado a discutir com seus colegas o5

material visto em sala e os enunciados dos exerćıcios. Caso você acidentalmente encontre a6

solução de algum exerćıcio em algum lugar, você deve citar esta fonte em sua solução. Caso7

você acidentalmente acabe colaborando com colegas na descoberta de uma solução, você deve8

citar esta colaboração em sua solução. Seu desempenho nesta disciplina ficará prejudicado caso9

você viole essas regras.10

1. Prove as seguintes estimativas.11

(i ) 1 + x ≤ ex para todo x ∈ R.12

(ii ) 1 + x > exp
{
x− x2/2

}
para todo 0 < x ≤ 1.13

(iii ) 1−x > exp
{
−x−x2

}
para todo 0 < x < x0, para algum x0 > 0. De fato, podemos14

tomar, por exemplo, x0 = 0.68.15

(iv ) Prove que 1 + x ≥ exp{x/(1 + x)} para todo x > −1.16

[Sugestão. Lembre que 1/(1− x) = 1 + x+ x2 + . . . uniformemente se |x| ≤ x0 e x0 < 1.17

Integre ambos os lados para obter18

− log(1− x) = x+
1

2
x2 +

1

3
x3 + . . . ] (1)

2. Prove que, para todo inteiro n ≥ 1, temos19

e
(n

e

)n
≤ n! ≤ ne

(n
e

)n
. (2)

3. Prove as seguintes estimativas para
(
a
b

)
, onde a e b são inteiros não-negativos.20

(i ) Se a ≥ b, então21 (
a

b

)
≥
(a
b

)b
. (3)

(ii ) Ademais,22 (
a

b

)
≤ ab

b!
. (4)

(iii ) Para todo b > 0,23 (
a

b

)
≤
(ea

b

)b
. (5)

[Sugestão. Avalie (1 + x)a por cima e por baixo para x = b/a. Use, para tanto,24

1 + x ≤ ex e o binômio de Newton: (1 + x)a ≥
(
a
b

)
xb.]25
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(iv ) Prove a seguinte versão mais forte de (iii ): se b ≤ a, então26 ∑
0≤j≤b

(
a

j

)
≤
(ea

b

)b
. (6)

4. A fórmula de Stirling diz que27

n! = (1 + o(1))
(n

e

)n√
2πn, (7)

onde o(1)→ 0 conforme n→∞.28

(i ) Prove que, para todo ` fixo, independente de n, temos29 (
n

bn/2c+ `

)
= (1 + o(1))2n

√
2

πn
, (8)

onde o(1)→ 0 conforme n→∞.30

(ii ) Prove que se k = k(n) = n/2 + cn
√
n, onde cn → c (n → ∞) e c é uma constante,31

então32 (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
∼ d√

n
2n, (9)

onde d = d(c) > 0 é uma constante que depende apenas de c.33

(iii ) Prove que, para todo 0 < α < 1 fixo, temos34 (
n

bαnc

)
=

(
1

αα(1− α)1−α

)(1+o(1))n

, (10)

ou, equivalentemente,35

lim
n→∞

1

n
log

(
n

αn

)
= H(α), (11)

onde H(α) = α log(1/α) + (1−α) log(1/(1−α)) é a assim chamada função entropia.36

5. Prove que toda função booleana f : {0, 1}n → {0, 1} pode ser expressa for uma fór-37

mula ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) de comprimento O(2n). {Data de entrega: 9/9/2020}38

6. Seja ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) uma fórmula booleana da forma39

ϕ =
∧

1≤i≤t
Ci, (12)

com Ci = `i1 ∨ `i2 ∨ `i3 para todo i, onde os `ij são literais, isto é, cada `ij é uma40

variável xk ou sua negação ¬xk. Adicionalmente, suponha que, para cada i, as três41

variáveis que ocorrem em Ci são distintas. Prove que existe uma atribuição de valores42

para as variáveis x1, . . . , xn que satisfaz pelo menos 7t/8 dos Ci. {Data de entrega:43

9/9/2020}44

7. Para f : {0, 1}n → {0, 1}, seja L(f) = minϕ |ϕ|, onde o mı́nimo é tomado sobre todas45

as fórmulas booleanas ϕ que expressam f . Prove que, para todo ε > 0, quase todas as46

funções f como acima1 são tais que L(f) ≥ (1− ε)2n/ log2(n+ 8).47

8. Seja (Ω,P) um espaço de probabilidade finito. Suponha que haja n eventos independen-48

tes A1, . . . , An ⊂ Ω com 0 < P(Ai) < 1 para todo i. Prove que |Ω| ≥ 2n. {Data de49

entrega: 16/9/2020}50

9. Sejam X e Y variáveis aleatórias sobre um espaço de probabilidade (Ω,P). Prove que51

E(XY )2 ≤ E(X2)E(Y 2).52

1isto é, para (1− o(1))22n dessas funções, onde o(1)→ 0 quando n→∞
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10. Um circuito hamiltoniano em um grafo G de ordem n é uma ordenação (x1, . . . , xn) de53

seus vértices de forma que xi−1xi ∈ E(G) para todo 1 < i ≤ n e xnx1 ∈ E(G). Seja X54

o número de circuitos hamiltonianos no grafo aleatório G(n, p) e seja η uma constante55

positiva.56

(i ) Prove que E(X)→∞ se p ≥ (e + η)/n e que que E(X)→ 0 se p ≤ (e− η)/n.57

(ii ) Decida se p = e/n é a função limiar para a propriedade de G(n, p) ter um circuito58

hamiltoniano.59

{Data de entrega: 16/9/2020}60

11. Determine a função limiar para a propriedade de G(n, p) conter H como subgrafo nos61

seguintes casos.62

(i ) H é uma árvore.63

(ii ) H é um grafo completo.64

(iii ) H é o grafo de Petersen.65

{Data de entrega: 23/9/2020}66

12. Seja Γ = [n]× [n] = [n]2. Um quadrado em Γ é uma quádrupla Q = {x1, x2, x3, x4} ⊂ Γ67

com x2 = x1 + (a, 0), x3 = x1 + (a, b) e x4 = x1 + (0, b), onde a e b são inteiros positivos68

quaisquer (assim, Q é formado pelos quatro vértices de um quadrado alinhado com os69

eixos). Seja P ⊂ 2Γ a famı́lia dos conjuntos S ⊂ Γ que contêm quadrados. Seja 0 ≤ p =70

p(n) ≤ 1 e considere Γp. Determine a função limiar para a propriedade de Γp conter um71

quadrado. {Data de entrega: 23/9/2020}72

13. Seja ω̃(n) o número de divisores primos de n, contando multiplicidades: ω̃(n) =
∑

pa|n 1 =73 ∑
pa‖n a. Seja τ(n) o número de divisores de n: τ(n) =

∑
d|n 1. Suponha que n ∈U [N ]74

(isto é, suponha que n seja escolhido aleatoriamente em [N ], uniformemente ao acaso).75

(i ) Prove que E(ω̃(n)) = log logN +O(1).76

(ii ) Prove que E(τ(n)) = logN +O(1).77

{Data de entrega: 30/9/2020}78

14. Deduza do teorema de Hardy e Ramanujan que o valor t́ıpico de ω(n) é log log n. [Para79

provar essa afirmação, você precisa provar o seguinte: para todo ε > 0, o conjunto80

Sε = {n ∈ N : |ω(n) − log log n| ≤ ε log logn} tem densidade 1.] {Data de entrega:81

30/9/2020}82

15. Sejam dados ` ≥ 3 e ε > 0. Prove que, para todo k ≥ k0(`, ε), existe um grafo G83

com n ≤ k(1+ε)` vértices tal que χ(G) > k e g(G) > `.84

16. Seja G um grafo com g(G) > ` e |V (G)| < kb`/2c. Prove que χ(G) ≤ k.85

17. Seja G um hipergrafo k-uniforme com χ(G) > 2. Prove que existem duas hiperarestas e86

e f ∈ E(G) com |e ∩ f | = 1.87

18. Seja G um grafo. Prove que α(G) ≥
∑

x∈V (G) 1/(d(x)+1), onde d(x) é o grau de x em G.88

[Sugestão. Considere uma ordenação aleatória (x1, . . . , xn) de V (G), com todas as n!89

posśıveis permutações igualmente prováveis. Considere o conjunto S = {xi : se xixj ∈90

E(G), então i < j}.]91

19. Deduza do Ex. 18 que α(G) ≥ |V (G)|/(d̄(G) + 1). [Sugestão. Note que f(x) = 1/(x+ 1)92

é convexa e aplique a desigualdade de Jensen.]93

20. Seja ` ≥ 3 um inteiro. Seja G um grafo com d̄(G) ≥ 2∆(G)1−1/`, onde ∆(G) é o94

grau máximo em G. Suponha adicionalmente que ∆(G) ≥ 4`. Prove que G contém95

um subgrafo H com g(H) > ` e d̄(H) ≥ d̄(G)∆(G)1/`−1/4. [Sugestão. Tome p =96
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∆(G)1/`−1/2 e considere o subgrafo aleatório J = Gp = (V (G), E(G)p).] {Data de97

entrega: 7/10/2020}98

21. Dizemos que um grafo G é [a, b]-regular se a ≤ d(x) ≤ b para todo vértice x de G,99

onde d(x) é o grau de x em G. Sejam dados k e `. Prove que existe r0 = r0(k, `) tal que,100

para todo r ≥ r0, todo grafo [r, r(log r)2020]-regular tem um subgrafo H com d̄(H) ≥ k101

e g(H) > `. [Sugestão. Use o Ex. 20. A função (log r)2020 pode ser substitúıda por102

qualquer função ω = ω(r) com logω = o(log r).] {Data de entrega: 7/10/2020}103

22. Lembre que M(n, k, l) é a cardinalidade mı́nima de uma famı́lia de k-subconjuntos de [n]104

que cobre todos os l-subconjuntos de [n]. Deduza do teorema de Frankl e Rödl/Pippenger105

e Füredi (Teorema 9.9) que, para quaisquer l < k e η > 0 fixos, existe n0 = n0(l, k, η) tal106

que, para todo n ≥ n0, temos M(n, k, l) ≤ (1 + η)
(
n
l

)(
k
l

)−1
.107

23. Lembre que m(n, k, l) é a cardinalidade máxima de uma famı́lia P de k-subconjuntos108

de [n] tal que, para quaisquer A e B ∈ P distintos, temos |A ∩ B| < l. A conjectura de109

Erdős e Hajnal (1963) diz que110

lim
n→∞

M(n, k, l)

(
k

l

)(
n

l

)−1

= lim
n→∞

m(n, k, l)

(
k

l

)(
n

l

)−1

= 1. (13)

(i ) Prove que ambos os limites em (13) existem.111

(ii ) Prove que um dos limites em (13) é 1 se e só se o outro limite em (13) também é 1.112

24. Suponha que exista uma configuração tática com parâmetros (n, k, l) (veja a Defini-113

ção 9.2). Prove que114 (
n− t
l − t

)(
k − t
l − t

)−1

(14)

é inteiro para qualquer 0 ≤ t ≤ l.115

25. Um n-empacotamento de um grafo H é uma coleção P = {H1, . . . ,Ht} de subgrafos Hi116

de um grafo completo Kn fixo, com Hi isomorfo a H para todo i e E(Hi) ∩ E(Hj) = ∅117

para todo i 6= j. O tamanho de um tal empacotamento P é |P|.118

(i ) Encontre um 5-empacotamento de C5 (o circuito de comprimento 5) de tamanho 2.119

(ii ) Seja pC4(n) o tamanho máximo de um n-empacotamento de C4. Determine pC4(n)120

assintoticamente, isto é, encontre uma função f(n) tal que121

lim
n→∞

pC4(n)/f(n) = 1 (15)

(Naturalmente, prove que (13) vale para sua função f(n).)122

(iii ) Seja H um grafo arbitrário e defina pH(n) de forma análoga. Generalize seu resultado123

de (ii ). Neste item, basta esboçar as demonstrações.124

{Data de entrega: 14/10/2020}125

26. Neste exerćıcio, generalizamos a noção n-empacotamento do Exerćıcio 25: em vez de126

considerarmos subgrafos aresta-disjuntos de Kn, consideramos subgrafos aresta-disjuntos127

de um grafo arbitrário G. Chamamos tais empacotamentos de G-empacotamentos de H128

e definimos pH(G) de forma análoga a pH(n). Consideramos o caso em que G é o grafo129

aleatório G(n, p).130

(i ) Prove que pK3(G(n, p)) = o(pn2) quase certamente se p � n−1/2. {Data de en-131

trega: 21/10/2020}132
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(ii ) Determine pK3(G(n, p)) assintoticamente para p � ((log n)/n)1/2. [Observação.133

Enuncie precisamente o resultado que você provará como resposta a esse item.]134

27. Suponha agora que p = (c/n)1/2, onde c é uma constante.135

(i ) Prove que existe uma constante c0 tal que, se 0 < c < c0, então existe ε = ε(c) > 0136

tal que137

lim
n→∞

P
(
pK3(G(n, p)) ≥ ε p

3

(
n

2

))
= 1. (16)

[Sugestão. Seja K4
− o grafo com 4 vértices e 5 arestas. O que você pode fazer se o138

número de K4
− é menor que o número de K3?] {Data de entrega: 21/10/2020}139

(ii ) Decida se, para todo ε > 0, existem C0 e n0 tais que se C ≥ C0, então140

P
(
pK3(G(n, p)) ≥ (1− ε)p

3

(
n

2

))
≥ .99 (17)

para todo n ≥ n0.141

(iii ) Decida se, para todo ε > 0, existe C0 tal que se C ≥ C0, então142

lim
n→∞

P
(
pK3(G(n, p)) ≥ (1− ε)p

3

(
n

2

))
= 1. (18)

28. Dizemos que um hipergrafo é D-regular se todos os seus vértices têm grau D. Seja H =143

HN um hipergrafo k-uniforme D-regular. Prove que cov(H) ≤ (1 + log k)N/k.144

29. Considere o seguinte 3-grafo Hr (r ≥ 1). Para V (Hr), tomamos U0 ∪U1 ∪ · · · ∪U2r, onde145

os Ui são conjuntos dois a dois disjuntos, |U0| = 3r e |Ui| = 3 para todo 1 ≤ i ≤ 2r. As146

hiperarestas de Hr são as triplas e com |e∩U0| = 1 e |e∩Ui| = 2 para algum 1 ≤ i ≤ 2r.147

(i ) Verifique que Hr tem N = 9r vértices e que Hr é 6r-regular.148

(ii ) Prove que cov(Hr) = 4r.149

(iii ) Note que N/3 = 3r e assim Hr é tal que a cota cov(H) ≥ N/k para hipergrafos k-150

uniformes H = HN está longe de ser justa para o hipergrafo 3-uniforme Hr. Explique151

por que este exemplo não contradiz o teorema de Frankl e Rödl/Pippenger e Füredi,152

que diz que essa cota é basicamente justa para certos hipergrafos H.153

{Data de entrega: 21/10/2020}154

30. Sejam B1, . . . , BT eventos em um espaço de probabilidade. Seja pk a probabilidade de155

exatamente k desses eventos ocorrer (k ∈ N). Seja σj =
∑
|J |=j P(BJ), onde BJ =156 ⋂

i∈J Bi (j ∈ N). Prove a seguinte generalização do prinćıpio da inclusão e exclusão: para157

todo k ≥ 0, temos158

pk =
∑
j≥k

(−1)j+k
(
j

k

)
σj . (19)

31. Sejam A, B e C conjuntos finitos. Prove que159

|A \ (B ∪ C)|+ |B \ (A ∪ C)|+ |C \ (A ∪B)|

= |A|+ |B|+ |C| − 2
(
|A ∩B|+ |A ∩ C|+ |B ∩ C|

)
+ 3|A ∩B ∩ C|. (20)

{Data de entrega: 28/10/2020}160

32. (Continuação do Exerćıcio 30; Bonferroni generalizado) Prove que161

pk =
∑
j≥k

(−1)j+k
(
j

k

)
σj (21)
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tem a propriedade das somas alternantes, no sentido que162

pk ≤
∑
k≤j≤t

(−1)j+k
(
j

k

)
σj (22)

se t − k + 1 é ı́mpar (isto é, o número de parcelas na soma do lado direito em (22) é163

ı́mpar) e164

pk ≥
∑
k≤j≤t

(−1)j+k
(
j

k

)
σj (23)

se t− k + 1 é par. {Data de entrega: 28/10/2020}165

33. Complete a prova do Teorema 2 da Aula 13: prove que limn→∞ P(X(n) = k) = e−µµk/k!166

para todo k ≥ 1 (provamos na aula que esta afirmação vale para k = 0).167

34. Complete a prova do Teorema 15.7, que afirma que todo grafo dirigido D d-regular com168

cintura dirigida pelo menos 8ed tem arboricidade linear dirigida d+1. [Sugestão. Lembre169

que já obtivemos uma decomposição das arestas de D em d 1-fatores Fi (1 ≤ i ≤ d)170

(subgrafos geradores 1-regulares). Temos assim uma decomposição de E(D) em um171

certo número de circuitos dirigidos, que, pela hipótese sobre a cintura dirigida de D,172

têm comprimento pelo menos 8ed. Lembre-se agora do Teorema 14.7, sobre transversais173

independentes.] {Data de entrega: 4/11/2020}174

35. Seja δ > 0 uma constante. Seja p = p(n) =
√

9(log n)/δ2n e considere G = G(n, p).175

(i ) Prove que, assintoticamente quase-certamente (isto é, com probabilidade que tende176

a 1 quando n → ∞), vale que todo par de vértices de G é ligado por (1 ± δ)p2n177

caminhos de comprimento 2.178

(ii ) Faça o Exerćıcio 26(ii ).179

{Data de entrega: 11/11/2020}180

36. (Desigualdade de Jensen) Seja f : R→ R uma função convexa.181

(i ) Sejam x1, . . . , xn ∈ R e λ1, . . . , λn ≥ 0 tais que
∑

1≤i≤n λi = 1. Prove que182

f

( ∑
1≤i≤n

λixi

)
≤
∑

1≤i≤n
λif(xi). (24)

(ii ) Seja X uma variável aleatória e suponha que a função convexa f seja continua-183

mente duas vezes diferenciável (isto é, suponha que f seja de classe C2). Suponha184

que E(X) <∞. Prove que185

f(E(X)) ≤ E(f(X)). (25)

[Observação. A desigualdade (25) de fato vale para qualquer função convexa f .]186

37. Sejam X1, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes, com 0 ≤ Xi ≤ 1 para todo i.187

Sejam X =
∑

1≤i≤nXi e µ = E(X).188

(i ) Prove que, para todo 0 ≤ t ≤ n− µ, temos189

P(X ≥ µ+ t) ≤
(

µ

µ+ t

)µ+t( n− µ
n− µ− t

)n−µ−t
. (26)

(ii ) Deduza que, para todo t ≥ 0, temos190

P(X ≥ µ+ t) ≤ exp

(
− t2

2(µ+ t/3)

)
(27)
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e191

P(X ≤ µ− t) ≤ exp

(
− t

2

2µ

)
. (28)

[Sugestão. Note inicialmente que aqui as variáveis Xi não necessariamente assumem192

valores em {0, 1}. Ademais, não estamos supondo que os Xi têm a mesma distribuição.193

Assim, as esperanças individuais pi = E(Xi) não precisam coincidir (mas temos p =194

n−1
∑
pi). Apesar disso, podemos obter as cotas acima usando a mesma técnica que195

usamos para tratar o caso em que X ∼ Bi(n, p). Para tanto, use a desigualdade de Jensen196

para provar que eux ≤ 1 − x + xeu para estimar E(euXi). Seja f(x) = fa(x) = 1 + ax.197

Use a desigualdade de Jensen ou a desigualdade da média aritmética e média geométrica198

para ver que
∏
i f(pi) ≤ f(p)n.] {Data de entrega: 18/11/2020}199

38. Complete a prova do Teorema 18.6 (Desigualdade de McDiarmid). Para tanto, basta200

provar que o martingal (Xi)0≤i≤n que definimos em aula satisfaz |Xi −Xi−1| ≤ ci para201

todo 1 ≤ i ≤ n. Você pode supor que os Λi são finitos. Diga explicitamente onde202

você está usando a independência das variáveis aleatórias Yi. [Sugestão. Sem perda de203

generalidade, suponha que Ω = Λ1 × · · · × Λn.] {Data de entrega: 18/11/2020}204

39. Um conjunto X ⊂ Rn é um θ-conjunto se, para quaisquer x, y e z ∈ X distintos, o205

ângulo ∠xyz com vértice y e lados yx e yz é menor que θ, isto é,206

cos−1 〈x− y, z − y〉
‖x− y‖‖z − y‖

< θ (29)

(aqui supomos 0 ≤ cos−1 x ≤ π). Prove que, para qualquer ε > 0, existe δ > 0 tal que207

para qualquer n ≥ 1 existe um (π/3+ε)-conjunto X ⊂ Rn com |X| ≥ (1+δ)n. Note que,208

portanto, existe uma quantidade exponencial em n de pontos no Rn tal que quaisquer209

três deles determinam um triângulo “quase-equilátero”.210

40. Uma subdivisão de um grafo H é um grafo TH obtido substituindo-se arestas de H por211

caminhos de comprimento 1 ou mais, com todos esses caminhos internamente disjuntos212

nos vértices. (Subdivisões de H são também chamadas de cópias topológicas de H.) Seja213

σ(G) = max{k : ∃TKk ⊂ G}. (30)

Assim, σ(G) é o maior k para o qual G contém uma subdivisão de um grafo completo de214

ordem k. Uma conjectura de Hajós (1961) afirmava que χ(G) ≤ σ(G) para todo grafo G215

(esta conjectura é mais forte que uma bem-conhecida conjectura da Hadwiger). Prove216

que a conjectura de Hajós é falsa para quase todo grafo (isto é, prove que se sortearmos217

um grafo G com n vértices uniformemente ao acaso, então, com alta probabilidade,218

χ(G) > σ(G)). {Data de entrega: 25/11/2020}219

41. Prove que existe uma constante c > 0 tal que quase-certamente σ(G(n, 1/2)) ≥ c
√
n.220

[Sugestão. Separe um conjunto de vértices S para serem os vértices de um Kk (k ∼ c
√
n).221

Para obter TKk ⊂ G(n, 1/2), conecte todos os pares {x, y} ∈
(
S
2

)
por caminhos de222

comprimento 2. Para tanto, mostre que, para qualquer {x, y}, há um grande número de223

tais caminhos.] {Data de entrega: 9/12/2020}224

42. Seja V = {0, 1}n (n ≥ 1). Defina o grafo Qn sobre V , colocando em Qn todas as arestas225

da forma {x, x′}, onde x e x′ diferem em exatamente uma coordenada. O grafo Qn assim226

obtido é o n-hipercubo ou n-cubo. O n-cubo tem N = 2n vértices e nN/2 = n2n−1 arestas.227

Seja d a função distância em Qn, isto é, para x e y ∈ Qn, seja d(x, y) a distância de x228
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a y em Qn. Seja diamQn = max{d(x, y) : x, y ∈ V (Qn)} e seja Avex, y∈V (Qn) d(x, y) =229

2−2n
∑

x,y∈V (Qn) d(x, y). Seja S ⊂ V (Qn). Pomos d(x, S) = min{d(x, s) : s ∈ S} para230

todo x ∈ V (Qn). Para S ⊂ V (Qn) e r ≥ 0, seja B(S, r) = {x ∈ V (Qn) : d(x, S) ≤ r}.231

(i ) Prove que diam(Qn) = n.232

(ii ) Prove que, se S 6= ∅, então B(S, n) = V (Qn).233

(iii ) Prove que Avex, y∈V (Qn) d(x, y) = n/2.234

(iv ) Prove que, tipicamente, d(x, y) = (1/2+o(1))n (inicialmente, traduza essa afirmação235

para uma afirmação precisa, e então prove essa afirmação precisa).236

43. Continuamos a considerar o n-cubo Qn (veja o Exerćıcio 42). Seja S ⊂ V (Qn) não-vazio.237

(i ) Seja α = |S|2−n e r = 2
√

2n log 1/α. Prove que238

|B(S, r)| ≥ (1− α)2n. (31)

[Sugestão. Seja f(x) = d(x, S) (x ∈ V (Qn)). Observe que S = {f = 0}. Consi-239

dere V (Qn) como um espaço de probabilidade com a distribuição uniforme, e con-240

sidere a variável aleatória X = f . Seja µ = E(X). Prove inicialmente que µ ≤241 √
2n log 1/α. Prove então que P(X > r) ≤ α.]242

(ii ) Seja ω = ω(n) qualquer função com limn→∞ ω(n) =∞ e suponha que |S| ≥ 10−102n.243

Prove que quase todo x ∈ V (Qn) está a uma distância menor ou igual a ω
√
n de S,244

isto é, prove que245

lim
n→∞

|B(S, ω
√
n)|2−n = 1. (32)

Informalmente: se temos uma fração positiva fixa de vértices de Qn, então quase246

todo vértice de Qn está a uma distância ≤ ω
√
n desse conjunto de vértices. Dado247

que o diâmetro de Qn e também as distâncias média e t́ıpica entre dois vértices248

de Qn são lineares em n, isso pode parecer paradoxal. Você consegue “resolver” esse249

paradoxo?250

{Data de entrega: 25/11/2020}251

44. Sejam H e G grafos. Um vértice-empacotamento de H em G é uma famı́lia F =252

{H1, . . . ,Ht} de subgrafos de G com cada Hi isomorfo a H e tal que os Hi são dois-253

a-dois vértice-disjuntos (V (Hi) ∩ V (Hj) = ∅ para todo i 6= j). Seja qH(G) a cardina-254

lidade máxima de um vértice-empacotamentos de H em G. Naturalmente, qH(G) ≤255

|V (G)|/|V (H)|.256

(i ) Prove que qK3(G(n, p)) = o(n) quase certamente se p� n−2/3.257

(ii ) Prove que, para todo ε > 0, existe C tal que se p ≥ Cn−2/3, então qK3(G(n, p)) ≥258

(1/3− ε)n quase certamente.259

(iii ) Seja agora H um grafo arbitrário. Encontre uma constante α = α(H) para a qual260

valem as seguintes afirmações.261

(a ) Se p� n−1/α, então qH(G(n, p)) = o(n) quase certamente.262

(b ) Para todo ε > 0, existe C tal que se p ≥ Cn−1/α, então, quase certamente,263

vale que qH(G(n, p)) ≥ (1− ε)n/h, onde h = |V (H)|.264

{Data de entrega: 2/12/2020}265

45. Seja G = (V,E) um grafo e ` um inteiro positivo. Suponha que temos L : V → P(N), uma266

função com |L(v)| ≥ ` para todo v. Ademais, suponha o seguinte: para todo v e todo c ∈267

L(v), vale que no máximo `/2e vértices w adjacentes a v são tais que c ∈ L(w). Prove268
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que existe χ : V → N com χ(v) ∈ L(v) para todo v tal que, para toda aresta {v, w} ∈ E,269

temos χ(v) 6= χ(w) (isto é, χ é uma coloração própria de G que ‘respeita’ as listas L(v)270

(v ∈ V ); as cores em L(v) são ditas admisśıveis para v). [Observação. Resolva este271

exerćıcio inicialmente para grafos finitos G. Resolva depois para grafos G com V infi-272

nito enumerável, por exemplo, supondo que V = N. Se você conhece argumentos de273

compacidade, resolva este exerćıcio para grafos G com V de cardinalidade arbitrária.]274

46. Seja G = (U,W ;E) um grafo bipartido aleatório com |U | = |W | = n e cada aresta ligando275

um vértice de U a um vértice de W presente com probabilidade p, independentemente.276

Prove que se C é uma constante grande o suficiente e p = p(n) ≥ C(log n)/n, então277

a.q.c. G tem um emparelhamento perfeito. [Sugestão. Verifique a condição de Hall.]278

47. Seja G = (U,W ;E) um grafo bipartido com |U | = n e |W | = 2n. Um (2, 1)-fator de G é279

um subgrafo F = (U,W ;E′) de G em que todo vértice em U tem grau 2 e todo vértice280

em W tem grau 1.281

(a ) Suponha que todo S ⊂ U é tal que |Γ(S)| ≥ 2|S|. Prove que G tem um (2, 1)-fator.282

[Sugestão. Use o teorema de Hall.]283

(b ) Suponha agora que G é aleatório, com cada aresta ligando um vértice de U a um284

vértice de W presente com probabilidade p, independentemente. Prove que se C é285

uma constante grande o suficiente e p = p(n) ≥ C(log n)/n, então a.q.c. G tem um286

(2, 1)-fator.287

48. Seja T3 a árvore infinita 3-regular. Seja r um vértice de T3. Para todo natural h, seja T
(h)
3288

o truncamento de altura h de T3 (em r): isto é, seja T
(h)
3 a subárvore de T3 induzida289

pelos vértices em Bh(r) = {x ∈ V (T3) : dist(r, x) ≤ h}. Assim, T
(h)
3 é uma árvore com290

nh = 1 + 3(2h − 1) vértices, dos quais 3× 2h−1 são folhas e nh − 3× 2h−1 têm grau 3 no291

caso em que h > 0. Prove que existe uma constante C tal que se p = p(n) ≥ C(log n)/n,292

então a.q.c. G(nh, p) contém T
(h)
3 como subgrafo gerador. Mais formalmente, prove que293

lim
h→∞

P(G(nh, p(nh)) ⊃ T (h)
3 ) = 1. (33)

[Sugestão. Use E46, E47 e exposição múltipla.] {Data de entrega: 16/12/2020}294

49. Seja G um grafo d-regular e X0, X1, . . . o passeio aleatório em G, com X0 ∼ π(0). Seja π(t)
295

a distribuição de Xt. Sabemos que π(t) = (Â)tπ(0), onde Â = d−1A e A é a matriz de296

adjacência de G. A taxa de mistura do passeio aleatório em G é297

µ = sup
π(0)

lim sup
t→∞

‖π(t) − u‖1/t2 = sup
π(0)

lim sup
t→∞

‖(Â)tπ(0) − u‖1/t2 , (34)

onde u é a distribuição uniforme sobre V = V (G) e o supremo é tomado sobre o conjunto298

das distribuições π(0) sobre V . Provamos que, se G é um (n, d, λ)-grafo, então µ ≤ λ/d.299

Prove que µ ≥ λ/d. {Data de entrega: 23/12/2020}300
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