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ALGEBRA LINEAR I (BCC)
20 SEMESTRE DE 202

RESUMO

Observagao. Este resumo pode ser util para rever os conceitos mais importantes vistos nesta
disciplina. Nao ha pretensao de ser um texto completo. Este texto serad atualizado e revisado
conforme formos avangando no semestre. Correcoes, perguntas e comentarios serao bem-vindos.

% ok ok ok ok

§0. FUNQOES E OUTRAS COISAS BASICAS

Dados dois conjuntos A e B, denotamos por AP o conjunto das funcées f: B — A.

A funcao identidade em A é a fungdo idg: A — A tal que ids(a) = a para todo a € A.
Suponha que f: B — A e g: A — B sejam tais que fog =idg e go f = idpg. Dizemos entao
que f e g sao fungoes inversas uma da outra. Se f admite uma funcdo inversa, entao ela é
tnica. Escrevemos f~! para tal inversa.

Uma fungdo f: A — B admite uma inversa se e s6 se f for injetora e sobrejetora.

§1. CORPOS

Nesta disciplina, trabalhamos com os corpos R, C e GF(2). Ocasionalmente, poderemos
também considerar o corpo Q ou o corpo Z/pZ dos inteiros médulo p. Escrevemos F para

denotar o corpo sobre o qual estamos trabalhando.

§2. VETORES

Nesta disciplina, em geral, quando dizemos que v é um vetor, temos um corpo F e um
conjunto D fixo, e v € FP. Ademais, os elementos de F sao chamados de escalares. Em geral,

D serda um conjunto finito e apenas ocasionalmente consideraremos o caso em que I nao ¢ finito.

2.1. Operagdes com vetores. Sejam u e v vetores em F” e o um escalar (isto é, o € F). A soma
u + v dos vetores u e v é o vetor em F” tal que (u+ v)(d) = u(d) + v(d) para todo d € D. O
produto au é o vetor em FP dado por (au)(d) = au(d) para todo d € D. (Essa é a forma usual
de se definir a soma de duas fungoes com o mesmo dominio (“soma ponto a ponto”) e produto
de fungdes por escalares.)
Finalmente, definimos o produto escalar ou produto interno u-v (dot-product) de u e v como
sendo o escalar
> u(d)v(d). (1)
deD
Produtos escalares podem ser definidos de forma mais geral. Assim, o produto escalar que

acabamos de definir é as vezes chamado de produto escalar padrao.

Date: Versao de 2025/2/9, 5:08pm.
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§3. ESPACOS VETORIAIS

3.1. Combinagoes lineares. Dados vetores vy, ..., v, e escalares aq, ..., a,, podemos considerar

a combinacao linear

oa1vy + - ap vy, (2)
3.2. Espagos gerados. Dados vetores vi,...,Vvy,, 0 conjunto
Span{vy,...,v,} = { Z a;v;: a; € F para todo z} (3)
1<i<n

das combinacoes lineares dos v; é o espaco gerado por esses vetores.

3.3. Variedades lineares (flats) contendo 0. Certos conjuntos de vetores sao chamados de va-
riedades lineares (flats). Consideramos aqui variedades lineares que contém 0. Um conjunto
U C FP ¢é uma variedade linear (ou flat) que contém 0 se valem as seguintes trés propriedades:
(V1) 0 €U,

(V2) u+veUsemprequeuclUevelU,e

(V3) av € U sempre que a« € Fev e U.

3.3.1. Espacos gerados por vetores. Sejam v; (1 < i < n) vetores quaisquer e considere S =
Span{vi,...,v,}. Note que S satisfaz (V1), (V2) e (V3) acima e assim S é uma variedade

linear que contém O.

3.3.2. Espaco das solugées de sistemas lineares homogéneos. Sejam dados a; € FP (1 <i < n)

e considere o sistema de equacoes lineares homogéneas’

a;-x=0
(4)

a, x=0.

Seja T = {x € FP: x satisfaz (4)} o conjunto das solucdes de (4). Note que T satisfaz (V1),

(V2) e (V3) e assim T' é uma variedade linear que contém O.

3.4. Espagos vetoriais. Nesta disciplina, definimos espacos vetoriais como sendo variedades li-
neares contidas em FP que contém 0. Dizemos que tais espacos vetoriais sdo espacos vetoriais

sobre F. Os conjuntos S e T de §3.3.1 e §3.3.2 sdo portanto espacos vetoriais sobre F.

Observagdo. Em certas ocasioes, teremos conjuntos V' que podem ser identificados com os es-
pagos vetoriais definidos acima. Nesses casos, vamos também nos referir a tais conjuntos como

espacos vetoriais.

Ezemplo 3.4.1. Seja V' o conjunto dos polinémios de grau no maximo 3 com coeficientes em [,
munido com as operagdes de soma de polinémios e produto por escalar usuais: se p(X) =
ag + a1 X + a2X2 + CL3X3 e q(X) =by+ b1 X + b2X2 + b3X3 entao

p(X) + a(X) = (ao + bo) + (a1 + b1) X + (a2 + b2) X + (a3 + bs) X° (5)

e se o € [F entao
ap(X) = aag + aa1 X + aas X? + aaz X3. (6)

1Equa(;()es lineares homogéneas sao equagoes da forma a-x =  com = 0.

2 2025/2/9, 5:08pm
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Entao V pode ser naturalmente identificado com F* e assim V' é um espaco vetorial sobre F.

3.4.1. Subespacos vetoriais. Sejam U e V espacgos vetoriais, com U C V. Dizemos entao que U
é um subespaco vetorial de V.

3.4.2. Espacos vetoriais abstratos. Em um tratamento mais geral de dlgebra linear, definimos
espacos vetoriais sobre um corpo F como sendo triplas (V, +, - ), onde V' é um conjunto arbitrario
e+:V xV =V (soma de elementos de V) e - : F x V — V (multiplicagao de elementos de V
por escalares) sao operagoes que satisfazem certos axiomas (veja, por exemplo esta pagina).
Nesta disciplina, o conjunto V' na definicdo acima serd sempre um subconjunto de FP para
algum D finito que satisfaz (V1), (V2) e (V3) (ou V pode ser naturalmente identificado com
um tal subconjunto), e assim adotamos nossa definicdo bem mais restrita. Do ponto de vista

computacional, sempre trabalharemos com tais V' concretos.

3.5. Espagos afins. Consideramos até agora variedades lineares que contém 0, e denominamos
tais variedades de espacgos vetoriais. Uma variedade linear geral nao necessariamente contém 0.

Definimos uma wvariedade linear como sendo conjuntos de vetores da forma
u+V={u+v:veV} (7)

onde V' é um espaco vetorial. Variedades lineares sao também conhecidas como espacos afins.

3.5.1. Fecho afim. Sejam wy, ..., W, vetores em um espaco vetorial e sejam (o, . . ., 3, escalares.
A combinacao linear
Z Biw; (8)
0<i<n

é uma combinagdo linear afim dos w; (0 <i < n)se ) o, Bi = 1. O fecho afim dos vetores w;
(0 < i< n)é o conjunto
Aff{wo, owak = { 0 Biwis By b+ By =1} 9)
0<i<n
das combinagoes afins dos w; (0 <1i < n).
Ezemplo 3.5.1. Sejam wq e wy dois pontos distintos em R? ou R?. Entdo Aff{wo, w1} é a reta

determinada por esses pontos. Sejam agora wg, Wi € wo trés pontos no R®, nio colineares.
Entao Aff{wo, w1, ws} é o plano determinado por esses pontos.

Proposicao 3.5.2. Sejam u e vy,...,v, vetores em FP. Entao
u+ Span{vy,...,vp,} = Aff{u,u+vy,...,u+v,}. (10)
Equivalentemente, se W, ..., Wy sdo vetores em FP, entdo
Aff{wy, ..., w,} = wo + Span{w; — wo, ..., W, — Wo}. (11)

Corolario 3.5.3. Fechos afins sdo espacos afins.

Prova. A identidade (11) diz que fechos afins sdo da forma (7), isto é, sdo espagos afins, pois

espacos da forma Span{xy,...,X,} sdo espagos vetoriais. O

2025/2/9, 5:08pm 3
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3.5.2. Sistemas lineares homogéneos e nao-homogéneos. Considere o sistema de equagoes line-
ares homogéneas (4). Sejam dados agora ; € F (1 < i < n), e considere o sistema (5) dado
por
a;-x=[
(9) . (12)
a, - x = f,
onde X = (x4)gep ¢ o vetor de indeterminadas (lembre que a; € FP para todo 1 < i < n).

O sistema (4) é o sistema linear homogéneo associado ao sistema (S) acima. Chamemos o
sistema (4) de (H) (de homogéneo).
Proposicao 3.5.4. Suponha que u; € FP seja uma solugcdo de (S) e seja uz € FP. Sdo
equivalentes:

(i) ug € solugao de (S),

(it) ug —uy € solugdao de (H).

O
Sejam
U = {u: u é solugao de (5)} (13)
e
T = {v: v é solugao de (H)}. (14)
Sabemos que 7' é um espaco vetorial (veja §3.3.2).
Teorema 3.5.5. Hd duas possibilidades para U:
(i) U=0 ou
(i) U=u~+T, onde u é uma solugao de (5).
Em particular, se U € ndo-vazio, entdo U € um espaco afim. O

Corolario 3.5.6. Se (S) admite solugdao, entio ela € unica se e sé se (H) admite apenas a
solugao 0. Mais geralmente, o nimero de solugoes de (S) € zero ou € igual ao nimero de

solugoes de (H).
Corolario 3.5.7. O conjunto de solug¢des de um sistema linear ou € vazio ou € um espaco afim.

3.6. Fechos convexos. Sejam wy, ..., w, vetores em F”, com F = R ou C e sejam By, ..., n

escalares. A combinacao linear

> Biw (15)

é uma combinagio convexa dos w; (0 <i<n)sed ., =1e i >0 paratodo 0 <i<n.
O fecho convexo dos vetores w; (0 < i <n) é o conjunto

Conv{wy,...,w,} = { Z Biw;: B+ +PBn=1eB; >0 paratodo()gign} (16)
0<i<n
das combinagoes convexas dos w; (0 < i < n).
Ezemplo 3.6.1. Sejam wq e wy dois pontos distintos em R? ou R3. Entdao Conv{wg, w;} é o

segmento de reta com extremos wy e wi. Sejam agora wg, Wi € W trés pontos no R? ou no R3,

nao colineares. Entao Conv{wg, w1, ws} é o tridngulo com vértices wy, w1 e wa.

4 2025/2/9, 5:08pm
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§4. MATRIZES

4.1. Matrizes como funcgoes. Sejam R e C conjuntos finitos e F um corpo. Uma matriz com
linhas indezadas por R e colunas indezadas por C' é um elemento de FE*C.

Seja M € FR*C uma matriz. Para cada 7 € R, temos a linha M(r,-): C — F que leva c
em M (r,c) para todo ¢ € C. Analogamente, para cada ¢ € C, temos a coluna M(-,c): R —F
que leva r em M (r,c) para todo r € R.

Podemos denotar a linha M (r, -) por M,. e a coluna M(-,c) por M,..

4.1.1. Transposta. Dada uma matriz M € FEXC definimos a transposta de M como sendo
M7 € F€*E dada por M'(c,r) = M(r,c) para todo (¢,r) € C x R. Quando M = M,
dizemos que M ¢é simétrica.

4.2. Espaco das matrizes. Note que as matrizes M em F¥*¢ formam um espaco vetorial sobre F:
basta considerar R x C' como um sendo conjunto D e pensar em M como sendo um membro
de FP = FixC

FRXC

4.3. Espago das linhas e espago das colunas. Dada uma matriz M € , O €eSpaco

Span{M,.: r € R} C F¢ (17)
gerado pelas linhas M, (r € R) de M é o espago das linhas de M. Analogamente,

Span{M,.: ¢ € C} c FE (18)
é o espaco das colunas de M.

4.4. Produtos matriz-vetor e vetor-matriz. Seja M € F*C uma matriz. Sejam também u € F?
e v € FC. Definimos os produtos ux M € F¢ e M xv € F® pondo
(wx M)(c) =D _u(r)M(r,c) (19)
reR
para todo c € C e
(M #v)(r)=>_ M(r,c)v(c) (20)
ceC
para todo r € R.

4.4.1. Interpretacées tteis dos produtos. Sejam M € FEXC u e FE ¢ v € FC. Temos:

(i) wx M ¢é a combinacdo linear ), . pu(r) M, das linhas M, de M. Assim, ux M pertence
ao espaco das linhas de M.
(7) Mxv éa combinagao linear ) .~ v(c)M,. das colunas M,. de M. Assim, M *v pertence

ao espaco das colunas de M.
Valem também:

(71) uxM tem como entradas os produtos internos u-M,. (c € C); isto é, (uxM)(c) = u- M.

(i) M *v tem como entradas os produtos internos M, v (r € R); isto é, (M xv)(r) = M- V.

4.4.2. Sistemas lineares. Considere o sistema linear (5) em (12). Seja R = {1,...,n}. Lembre
que a; € FP (1 <4 < n)ex = (xq)4ep é o vetor das indeterminadas de (S). Monte a matriz
M € FEXP cuja i-ésima linha é a; (i € R). Entdo (S) é equivalente a resolver a equagio
M «x = 3, onde B = (f3;)icr (veja (iv) acima).

2025/2/9, 5:08pm )
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Lembrando (i7) acima, a observagao do pardgrafo anterior implica que resolver o sistema (12)
equivale a encontrar coeficientes adequados para escrever 3 como combinacao linear das colunas
de M. Em particular, o sistema (S) tem solugdo se e s6 se 3 pertence ao espago das colunas
de M, isto é, se e s6 se B € Span{M,4: d € D}.

4.5. Produto matriz-matriz. Sejam R, C' e D conjuntos finitos e sejam A € FPXC ¢ B € FC*P
matrizes. O produto A* B de A e B é a matriz em F*P com

(A% B)(r,d) =>_ A(r,c)B(c,d) (21)

ceC
para todo (r,d) € R x D.

4.5.1. Interpretacoes alternativas. Sejam A e B como acima. O produto A x B acima pode ser
pensado de formas alternativas:
(i) Ax B é a matriz cuja r-ésima linha é A, * B (r € R),
(i) Ax B é a matriz cuja d-ésima coluna é A* B4 (d € D) e
(7i) A* B é a matriz com (AB)(r,d) = Ay - Byg ((r,d) € R x D).

4.5.2. Transposta do produto. Sejam A e B como acima. Entdo (A* B)" = BT x AT,

4.6. Notagao de produto e vetores-coluna. Tradicionalmente, o simbolo * nao é usado para
denotar produtos de vetores e matrizes. A partir de agora vamos omitir * em nossos produtos
de vetores e matrizes.

Tradicionalmente, vetores em F¢ sio denotados como matrizes d x 1, isto é, como vetores-
coluna. Podemos adotar a convengao que vetores sao vetores-coluna dentro do formalismo que
temos. Para tanto, vamos pensar em v € FP como sendo uma matriz em FP <{1},

Seja M € FF*C uma matriz e sejam u € FE e v € FC vetores. O produto M * v (veja (20))
pode ser pensado como o produto de matrizes Mv, onde o vetor v é considerado como uma
matriz em FE*{1}, Analogamente, o produto ux M (veja (19)) pode ser pensado como o produto
de matrizes u' M, onde u é considerado como uma matriz em FE*{1} (note que, no produto,
usamos a transposta u' € IF{l}XR).

Finalmente, suponha que x e y sejam vetores em FP. Podemos pensar no produto interno x-y
entre eles como sendo o produto de matrizes y 'x ou xy.

4.7. A linearidade de aplicagdo v — Av e Null A. Seja A uma matriz em FF*C¢. Podemos
considerar a funcio f: F¢ — FE que leva v € F¢ em fa(v) = Av € FE para todo v € FC.
Essa aplicagao é linear, isto é,

(L1) fa(av) = afs(v) paratodoa € Fev € FC e

(L2) fa(v+w)= fa(v)+ fa(w) para todo v e w em FC.

A imagem inversa de {0} pela fungao f4 é o espago nulo Null A de A:
NullA = f;1({0}) = {v € FY: f4(v) =0} = {v € F’: Av = 0}. (22)

Note que Null A nada mais é que o espaco das solucoes do sistema linear homogéneo Ax = 0.
Assim, aqui estamos apenas dando um nome para um conjunto que ja ocorreu em §3.3.2.

FRXC’

Proposicao 4.7.1. Seja A uma matriz em e B um vetor em FE.

(i) O espago nulo Null A de A é um espago vetorial.

6 2025/2/9, 5:08pm
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(ii) O congunto das solugoes do sistema linear Ax = 3 € vazio, ou é da forma u+ Null A,

onde u € qualquer solugdo de Ax = 3.
4.8. Representacao matricial de funcgoes lineares. Sejam V e W espacos vetoriais sobre F. Uma
funcao f: V. — W é linear se
(L1) f(av) =af(v) paratodoa e FeveVe
(L2) f(v+w) = f(v)+ f(w) para todo vewem V.

Observagio. Vimos em §4.7 que se A € FE*C | entao a funcio fa: v € FC —» Av € F é uma

funcao linear.

Fato 4.8.1. Seja f: V — W wuma fungao linear. Entdo f(0) = 0.

Prova. Como f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), segue que f(0) = 0. O
Proposicao 4.8.2. Seja f: V — W wuma funcao linear entre espacos vetoriais sobre F. Entdo,
Para qQUAISQUEr o, ..., 0, €EF evy, ..., v, €V, temos

flaavi+ -+ apvy) =ar1f(vi) + -+ anf(vn). (23)
Prova. Indugao em n (exercicio). U

Seja e; = 1y, € S para todo s € S. Podemos escrever todo v € F¥ em funcio desses e:
V=) v(s)e,. (24)
seS
Seja agora f: F¥ — FT uma funcio linear. Por (23) e (24), temos
Fv) = v(s)f(es). (25)
s€S
Seja f; =1y € FT para todo t € T e escreva cada f(es) € FT em (25) em fungdo desses f;:
fles) =Y A(t, s)f:. (26)
teT
Em vista de (25) e (26), temos
FV) =) v(s)fles) =Y v(s) Y Alt,9)fi= Y Alt,s)v(s)f. (27)
seS seS teT seS teT

A identidade (27) é equivalente a dizer que
f(V) = Av, (28)

onde A é a matriz em FT*° tal que (¢,5) — A(t,s) para todo (t,s) € T x S. Provamos o

seguinte fato.

Proposicao 4.8.3. Toda funcdo linear f: FS — FT ¢ tal que existe uma matriz A € FT*5 tal que
f(v) = Av para todo v € F¥. De fato, tal matriz A € nica e é tal que sua s-ésima coluna Asg
é f(es) para todo s € S.

A proposicao acima tem o seguinte coroldrio. Denotemos por Iy a matriz identidade em FS*<
e por idps a funcdo identidade F — F,

Corolario 4.8.4. Seja A € F¥*5 uma matriz e fo: F¥ — FS a fungdo linear v € FS — Av € FS

associada. Entao A = Ig se e s sem fq = idps.

2025/2/9, 5:08pm 7
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4.9. Fungoes lineares: injegao e sobrejecao. Seja f: V' — W uma funcgao linear. Definimos o

nicleo Ker f de f como sendo a imagem inversa de {0}:
Ker f = £ ({0}) = {v € V: f(v) = O}. (29)
Se f = fa como em §4.7, isto é, f é a aplicacdo v — Av para uma matriz A, entao

Ker f = Null A. (30)
Proposi¢ao 4.9.1. Uma func¢ao linear f: V — W € injetora se e sé se Ker f = {0}.

No caso em que f = f4 para uma matriz A, deduzimos que a aplicacdo v — Av é injetora
se e s6 se NullA = {0}. Na verdade, ja conhecemos esse fato: isso segue do Teorema 3.5.5
(verifique).

O seguinte fato é simples mas importante.

Proposigao 4.9.2. Seja f: V. — W uma funcgdo linear. A imagem Im f de f € um subespaco
vetorial de W.

Veremos mais adiante métodos para decidir se f é sobrejetora, isto é, se Im f = W.

4.10. Composicao de funcoes lineares. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre F. Sejam
g:U —=> Ve f:V — W fungoes lineares. E imediato que a composta h = fog: U — W é
linear. Suponha agora que U = F V =F%e W = F’. Nesse caso, sabemos da Proposicao 4.8.3
que existem matrizes A € FT*9 B € FS*E ¢ ¢ € FT*E univocamente determinadas tais que
f(v) =Av, g(u) =Bueh(u)=Cu,paratodoucUevelV.

Proposicao 4.10.1. Temos que C = AB.

Prova. Pela Proposigao 4.8.3, sabemos que, para todo r € R, temos

Cyr = hey) (31)
e
By = g(er). (32)
Assim,
(AB)sr = AB.r = Agler) = f(g(er)) = (f o g)(er) = h(er) = Cur. (33)
onde a primeira igualdade vem da definicao de produto de matrizes.
O resultado segue de (33). O

Usando a notagao de §4.7, temos que f = fa, g = fp e h = f¢. Lembrando que h = fog,
temos que fo = fa o fp. A Proposicao 4.10.1 acima diz que fo = fap, donde temos que

fao = faB. (34)

Segue de (34) que A(Bu) = fa(fp(u)) = (fao fp)(u) = fap(u) = (AB)u para todo u € U.

Isto é,
A(Bu) = (AB)u (35)
para todo u € U. Na verdade, é um exercicio simples provar (35) diretamente, a partir da

definicao de produto de matrizes (exercicio).

8 2025/2/9, 5:08pm
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Suponha agora que temos trés matrizes A, B e C tais que os produtos A(BC) e (AB)C
estejam bem definidos. Usando que fao(fpo fo) = (fao fB)o fo, a Proposicao 4.10.1 implica
que

A(BC) = (AB)C. (36)
Isto é, a multiplicacido de matrizes é associativa. Na verdade, supondo que A € FF’*XQ B ¢ FO*R

e C € FR*S ¢ facil ver diretamente que a (p, s)-ésima entrada das matrizes em (36) é

> A(p,9)B(q,r)C(r,s). (37)
q€Q, TER
4.11. Inversao de matrizes. Seja A € FFXC uma matriz. Seja fa: F¢ — F® a funcio linear

associada a A (veja §4.7). Suponha que f4 seja inversivel e seja g = f .
Proposicao 4.11.1. A funcao g = f;lz FR — FC € uma funcdo linear.
Prova. Exercicio. O

Sabemos que toda funcao linear de F¥ em FC é da forma fp para alguma matriz B € FC*E,
Seja B tal que g = f;l = fp. Essa matriz B é a inversa de A. Denotamos a inversa de A
por A~L. Note que

fal=far (38)
Note que definimos a inversa da matriz A somente no caso em que f4 é uma funcéo inversivel.

E natural dizermos que A é inversivel se f4 for inversivel.

FRXR FCXC.

Proposicao 4.11.2. Sejam Ir a matriz identidade em e Ic a matriz identidade em

(i) Seja A € FFXC uma matriz inversivel. Entdo AA™ = I e A7'A = I¢.
(ii) Sejam A € FEXC ¢ B € FE*E matrizes tais que AB = Ip e BA = I¢. Entio B = A"

Prova. Exercicio (veja (34) e Corolario 4.8.4). O

Proposicao 4.11.3. Sejam A € FIXC ¢ B € FEXP matrizes inversiveis. Entdo o produto AB €

FEXD ¢ inversivel.

Prova. Considere as funcoes fa: F¢ — Ff e fg: FP — FC associadas a A e B. Como A e B
sao inversiveis, por definicao fa e fp sao fungoes inversiveis e f;l = fa-1€ fgl = fp-1. Basta

agora verificar que fg-14-1 = fg-1 0 f4-1 é a inversa da fungao fap (exercicio). O

Observacdo. Seja M € FF*C uma matriz. Por definicdo, M é inversivel se e s6 se fyr: F¢ — FFE
é uma funcao inversivel. Assim, é necessario que fjs seja injetora, que ocorre se e s6 se Ker fyy =
{0}, isto é, Null M = {0} (lembre-se da Proposicao 4.9.1 e de (30)). Quando soubermos em que

condigoes fys € sobrejetora, teremos uma condicao necessaria e suficiente para M ser inversivel.

§5. BASES
Sejam dados ay,...,a, € F” e considere V = Span{aj,...,a,}. Se v € V, entdo existem
ai,...,a, € F tais que
VvV = Z a,;a;. (39)
1<i<n
Naturalmente, o vetor dos coeficientes o = [a - an]T € F" é uma ‘representacao’ de v, no

sentido que, se temos a, podemos recuperar v (basta usar (39)).
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Observagdo. Veremos mais a frente que se os a; (1 < i < n) satisfizeram uma certa propriedade

(forem ‘linear independentes’), entao o vetor dos coeficientes o é univocamente definido.

Para termos tais representagoes o = [ay - - - an]T de v € V, naturalmente, precisamos dos

vetores a; (1 <1i <mn) que geram V.

5.1. Obtencao de geradores. Seja V' C FP um espaco vetorial sobre F. Queremos um conjunto
gerador para V, isto é, um conjunto S C V tal que SpanS = V. Podemos considerar dois

procedimentos:

Algorithm 1: GROwW
Entrada: Espaco vetorial V' C FP com D finito
Saida: S C V finito tal que V' = Span S e |S| é minimo
15« 0;
while Span S # V do
v « algum vetor em V' \ Span S;
S+ Su{v}

w N

-

5 end

6 return S;

Algorithm 2: SHRINK
Entrada: Espaco vetorial V' C FP com D finito
Saida: S C V finito tal que V = Span S e |S| é minimo

1 S + algum S finito tal que SpanS =V;

2 while eziste v tal que Span(S\ {v}) =V do
3| S S\ {v}

4 end

5 return S

Observagao. Note que, no momento, nao sabemos se GROW necessariamente termina. Também

nao sabemos se existe um conjunto como especificado na linha 1 de SHRINK.

Veremos mais a frente que os dois procedimentos acima estao corretos: eles produzem con-

juntos S como especificados. O seguinte resultado é facil provar.

Proposigao 5.1.1. Valem as sequintes afirmacoes.
(i) Suponha que GROW termine com uma saida S. Entdo S C V, S € finito, e € tal que
SpanS=1V.
(ii) Suponha que a linha 1 de SHRINK seja executada com sucesso. Entdo SHRINK termina
com S CV finito tal que Span S = V.

Prova. Em GROW, o invariante Span.S C V é mantido no laco. Isto é, toda vez que vamos
executar o teste na linha 2, vale que Span S C V' (exercicio). Como GROW termina, a condigao
SpanS # V na linha 2 falha, donde concluimos que SpanS = V quando GROW termina.
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Ademais, como GROW termina, temos que S é um conjunto finito. Claramente S C V. Isso
prova (7).

Vamos agora provar (ii). Em SHRINK, o invariante SpanS = V ¢é mantido no lago da
linha 2. Isto é, toda vez que vamos executar o teste na linha 2, vale que Span .S = V' (exercicio).
Claramente, o lago em SHRINK termina. Como o invariante Span S = V é mantido no laco,
temos que Span.S = V quando o lago termina, e assim o conjunto S devolvido por SHRINK é
tal que Span.S = V. Claramente S C V e S ¢ finito. O

Observacao. E importante perceber que ainda nao sabemos por que GROW e SHRINK devolvem S
de cardinalidade minima.

5.1.1. Espago das arestas de um grafo. Seja G = (V, E) um grafo. O espago das arestas C1(G)
de G sobre GF(2) é o espaco vetorial sobre GF(2) gerado pelas fungoes caracteristicas das arestas
de G:

C1(G) = Span{1.: e € E} C GF(2)". (40)

Podemos executar GROW e SHRINK para encontrar conjuntos geradores de cardinalidade minima

para C1(G). Para tanto, é importante entendermos quando
1. € Span{ly: f € F}, (41)

ondeeec Fe FCE.

Proposicao 5.1.2. Seja G = (V, E) um grafo e sejam dados e € E ¢ F C E. A condigio (41)

vale se e s6 se o grafo H = (V, F) contém um (x,y)-caminho, onde e = {x,y}.

Prova. Exercicio. O

Dizemos que F' C E é aresta-gerador se toda aresta e = {x,y} de G é tal que H = (V, F)
contém um (z,y)-caminho, isto é, existe um (x, y)-caminho que s6 usa arestas em F. A Propo-

sicao 5.1.2 implica que F' C E é aresta-gerador se e s6 se
C1(G) = Span{ly: f € F}. (42)

GROW e SHRINK tomam a seguinte forma quando especializados para encontrar conjuntos ge-
radores de C1(G), isto é, conjuntos aresta-geradores de G.

Algorithm 3: GROWSF

Entrada: Grafo G = (V, E) finito
Saida: F' C E aresta-gerador com |F'| é minimo
1 F 0

while eziste e = {z,y} € E tal que ndo hd (z,y)-caminho em (V, F') do
F +— FuU{e};

[CURE.

4 end

5 return I
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Algorithm 4: SHRINKSF

Entrada: Grafo G = (V, F) finito

Saida: F' C E aresta-gerador com |F'| é minimo

1 F+ FE;
while eziste f € F tal que F'\ {f} € aresta-gerador do

| FeFP\{f}

4 end

[CURE

5 return I

Observagdo. Ainda nao sabemos por que GROWSFE e SHRINKSF devolvem F' de cardinalidade

minima.

5.2. Dependéncia e independéncia linear. Seja V' C FP um espaco vetorial sobre F. Sejam
dados S C V e v € S. Dizemos que v é supérfluo em S se Span(S \ {v}) = Span S.

Proposigao 5.2.1. Sdo equivalentes:
(i) v € supérfluo em S;

(ii) v € uma combinagdo linear de vetores em S\ {v}.

Prova. Suponha que v seja supérfluo em S. Entdo v € SpanS = Span(S \ {v}), e portanto
v é uma combinacao linear de vetores em S\ {v}. Suponha agora que v seja uma combinagao
linear de vetores em S \ {v}. Precisamos provar que SpanS C Span(S \ {v}). Para tanto,
seja u € Span S. Entao u =), _,., a;v; para alguns escalares «; e vetores v; € S (1 <i < n).
Se nenhum dos v; ¢ v, entdo u € Span{vi,...,v,} C Span(S \ {v}). Suponha agora que v
seja um dos v;. Sem perda de generalidade, suponha que v = v,,. Como estamos supondo que
v = Zlgjgm Bjw; para alguns escalares (; e vetores w; € S\ {v}, o vetor u pode ser escrito

como combinacao linear dos vetores em {v;: 1 <i<n}U{w;: 1 <j<m}cC S\ {v}. O

Note que no algoritmo SHRINK, na linha 2, perguntamos se hd v € S que é supérfluo em S (e
o removemos de S no corpo do lago nesse caso). Em GROW, procuramos v tal que v nao seja
supérfluo em S U {v} (e o adicionamos a S no corpo do laco nesse caso).

Sejam vi,...,Vv, vetores em um espago vetorial e aq, ..., a, escalares. A combinacao linear
Q1vy + -+ apvy (43)

¢ uma combinagdo linear trivial se os «; s@o todos 0. A combinacao linear (43) é nao-trivial
caso contrario. Naturalmente, uma combinagao linear trivial tem valor 0. Pode acontecer de

uma combinacao linear nao-trivial ter valor 0:
olvi+ -+ oa,vy, =0 (44)

com os «; nao todos nulos. Nesse caso, dizemos que 0 é uma combinacao linear nao-trivial
dos v; (1 <i<n).

Proposigao 5.2.2. Sdo equivalentes:

(i) S contém um vetor supérfluo;

(ii) 0 € uma combinagao linear nao-trivial de elementos de S.
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Prova. Exercicio. O

Defini¢ao 5.2.3 (Independéncia linear; dependéncia linear). Dizemos que um conjunto S de
vetores é linearmente independente se toda combinacao linear nao-trivial de vetores de S é nao

nulo. Caso contrario, S é linearmente dependente.

Proposigao 5.2.4. Seja S C V' um conjunto de vetores. Sao equivalentes:

(i) S € linearmente independente;
(ii) S nao contém elementos supérfluos;

(7ii) se vale (44) para escalares cj e v; € S (1 <1i <mn), entdo todos os c; sao nulos.
Prova. Exercicio. O

Observacdo. E comum provar que um conjunto de vetores é linearmente independente verifi-

cando a asserc¢ao (iii) da Proposicao 5.2.4.

5.2.1. Arestas linearmente independentes em um grafo. Seja G = (V, E') um grafo e seja C1(G) =
Span{l.: e € E} o espaco das arestas de G (veja §5.1.1). Definimos um conjunto de arestas
F C E como sendo linearmente independente se {1;: f € F} C C1(G) for linearmente indepen-
dente. Dizemos que F' C E é aciclico se ndo ha um circuito em G que tem todas suas arestas
em F.

Proposicao 5.2.5. Um conjunto de arestas F' C E é linearmente independente se e so se F é

aciclico.
Prova. Exercicio. O

5.3. Hereditariedade de independéncia linear. A propriedade de ser linearmente independente

é uma propriedade hereditdria, isto é, vale a afirmagao a seguir.

Proposicao 5.3.1. Seja S um conjunto linearmente independente de vetores e sejal’ C S. En-

tao T € linearmente independente.
Prova. Se vale a afirmagao em Proposicao 5.2.4(74i) para S, entao ela também vale para 7. [

5.4. Analise dos algoritmos GROW e SHRINK. Vamos verificar que os conjuntos devolvidos por

GROW e SHRINK s@o conjuntos independentes.

Proposigao 5.4.1. Suponha que GROW devolve o conjunto S. Entao S é um conjunto linearmente

independente.

Prova. Suponha que GROW adiciona a S os vetores vi,...,Vv,, nessa ordem. Provamos que
esses n vetores sao linearmente independentes por indugao em n. A afirmacao é valida para n =
0. Suponha agora que n seja positivo e que a afirmagao seja valida para valores menores de n.
Se os v; (1 < i < n) ndo sao linearmente independentes, entdo ha escalares «o; (1 < i < n)
nao todos nulos tais que (44) vale. Pela hipdtese de indugao, v; (1 < i < n) sao linearmente

independentes. Assim, temos «,, # 0 (por que?). Dividindo (44) por a, e rearranjando, obtemos

Vi = —a;lalvl — = a;lan_lvn_l. (45)
Segue que v, € Span{vy,...,v,_1}, contradizendo a condi¢do na linha 3 de GROW para a
escolha de v,,. O
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Proposicao 5.4.2. Suponha que SHRINK devolve o conjunto S. Entdo S € um conjunto indepen-

dente.

Prova. Note que o lago de SHRINK remove vetores supérfluos de S e que o lago termina quando
nao ha mais vetores supérfluos em S. Assim, o conjunto S devolvido por SHRINK satisfaz a

afirmacao (i7) da Proposicao 5.2.4. O resultado segue. O

As Proposigoes 5.1.1, 5.4.1 e 5.4.2 implicam que os conjuntos S devolvidos por GROW e
SHRINK geram V| isto é, SpanS = V, e sao linearmente independentes. Tais conjuntos sao

chamados de “bases” de V.
5.5. Bases de espagos vetoriais. A seguinte definicao é muito importante.

Defini¢ao 5.5.1 (Base). Seja V um espago vetorial. Um conjunto S de vetores de V' é uma base
de V se
(B1) S gera V, isto é, Span S =V e

(B2) S é linearmente independente.

Exemplo 5.5.2. Seja G = (V, E) um grafo. O conjunto {1;: f € F'} é uma base de C1(G) se e s6
se (a) F' é aresta-gerador e (b) F' é aciclico. (Exercicio: prove essa asser¢ao.) Tais conjuntos F'

sao chamados de florestas aresta-geradoras.

J& observamos que se o algoritmo GROW termina, entao ele devolve uma base da entrada V.
Observamos também que se a linha 1 de SHRINK pode ser executada, entdao SHRINK devolve
uma base da entrada V. Assim, para obtermos uma base de um espaco vetorial V', basta provar
que GROW com entrada V termina, ou que a linha 1 de SHRINK pode ser executada com a
entrada V.

Ezemplo 5.5.3. Seja G = (V, E) um grafo. Os algoritmos GROWSF e SHRINKSF executados

com entrada G terminam e devolvem uma floresta aresta-geradora.

Seja V um espago vetorial, B uma base de V' e v um elemento de V. Pelo fato de B gerar V,
hé escalares ap (b € B) tais que

v = Z apb, (46)
beB
isto é, podemos “escrever v na base B”. O seguinte fato implica que ha exatamente uma forma

de se escrever v na base B.

Proposicao 5.5.4. Seja S um conjunto de vetores linearmente independentes e suponha que
v = Z Vi, (47)
1<i<m
onde 0s v; sdo elementos distintos de S e 0s a; sao todos nao-nulos. Suponha também que
v = Z Bju;. (48)
1<j<n
onde os u;j sao elementos distintos de S e o0s Bj sdo todos nao-nulos. Entao
(1) {vi: 1 <i<m} ={u;: 1 <j<n}, de forma que m =n e existe uma bijecio o: [m| =
{1,...,m} — [m] tal que u; = v,(;) para todo 1 <j<n=m e
(1) Bj = ag(j) para todo 1 < j <n=m.
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Prova. Segue do fato que 81 # 0 e que

Z ;' V; = Z ﬁjllj (49)

1<i<m 1<j<n
que u; € Span{vi,...,Vy,,Us,...,u,}. Segue que u; é igual a algum dos v; (por qué?). Este
argumento mostra que de fato {v;: 1 <i < m} = {u;: 1 < j < n}. Segue que m = n e que
existe a bijecao o: [m] — [m] como especificado em (7). A identidade (49) toma a forma

dYooavi= Y Bivey = Y BeipVie (50)
1<i<m 1<j<m 1<i<m

Rearranjando,

Z (Ozi — ﬁaq(i))vi =0. (51)

1<i<m

Pela independéncia linear dos v;, temos que o; = B,-1(;) para todo i. Segue que aq(;) = S;
para todo j. ([

A proposicao abaixo sobre grafos é uma consequéncia da unicidade da representacio de vetores

em uma dada base.

Proposicao 5.5.5. Seja G = (V, E) um grafo. Sejam F C E uma floresta aresta-geradora de G
e x ey vértices de G tais que existe um (x,y)-caminho em G. Entao eziste exatamente um

(z,y)-caminho em G que usa apenas arestas em F.

Prova. Exercicio. O

5.5.1. Representacdo em bases e mudanca de base. Seja V' C FP um espaco vetorial, B uma
base de V e v um elemento de V. Lembre que podemos escrever v na base B:

V= Z apb, (52)
beB
onde os escalares ap, (b € B) estdo univocamente definidos. Podemos montar o vetor de

coeficientes a = [y, : b € B] € FP e pensar que a € FP representa v. Note que encontrar

dado v equivale a resolver a equacao

Mx =v, (53)
onde M € FP*B ¢ tal que sua b-ésima coluna é b (b € B). Intuitivamente, se B = {b1,...,b,,},
entao

M:[bll...‘bm}. (54)

Note também que a funcdo linear fy;: F® — V que leva x € FB em Mx € V é bijetora (por
qué?).

Consideramos agora o problema de mudanca de base: se temos a representacido o € FZ de v
na base B como acima e B’ é outra base de V, como podemos obter a representagao o’ € FB’
de v na base B'? Gostarfamos de obter @’ de alguma forma simples a partir de .

Considere a matriz M’ € FP*B’ tal que sua b’-ésima coluna é b’ (b’ € B'). Intuitivamente,
se B'={bl,...,bl ,}, entao

M’ = b}

. ( bl (55)

2025/2/9, 5:08pm 15



440

441

442

443

444

445

446

447

448

449

450

451

452

453

454

456

457

458

460

461

462

463

464

465

466

467

468

469

471

472

473

474

475

476

477

Considere a funcio linear fyy: FB' — V., que leva x € F5" em M’x € V. Lembre que fyy é

bijetora, e assim é inversivel. Basta agora observar que

o = (fif o Fa)(@) = foam-1ar(e) = (M) Ma. (56)

5.5.2. O caso dos espacos vetoriais finitos sobre GF(2). Seja V um espago vetorial sobre GF(2)
finito, isto é, com |V| finito. O algoritmo SHRINK encontra uma base para V, digamos B. A
Proposigao 5.5.4 implica que se B tem n elementos, entao |V| = 2" (exercicio). Em particular,
se B’ for outra base de V', entao B’ também tem n elementos. Esse valor comum n é a dimensdo
de V.

Novamente usando o fato que V' ¢ finito, podemos concluir que o algoritmo GROW termina
com entrada V. Ademais, como GROW devolve uma base de V', vemos que a saida de GROW
sempre tem n elementos.

Note que, no caso de espagos vetoriais finitos sobre GF(2), deduzimos que GROW e SHRINK
funcionam como prometido: eles devolvem conjuntos geradores de cardinalidade minima, a

saber, com dimensao de V' elementos.

Proposicao 5.5.6. Seja V' um espaco vetorial sobre GF(2) finito. Valem as sequintes afirmagoes.
(i) SHRINK e GROW devolvem bases de V.
(ii) Todas as bases de V' tém a mesma cardinalidade.

(#ii) A cardinalidade comum n das bases de V' € tal que |V| = 2.
Seja V' como na proposi¢ao acima. Vamos denotar a dimensao n de V por dim V.

Corolario 5.5.7. Seja V' um espago vetorial finito sobre GF(2). Se S é um conjunto com mais

de dim V' wvetores, entdo S nao € linearmente independente.

Prova. Seja n = dimV. Temos que |V| = 2™. Se temos mais de n vetores em S, entdo, pelo
principio da casa dos pombos, ha duas combinagcoes lineares de vetores de S que tem o mesmo
valor. Isto é, ha S7 e Sy subconjuntos distintos de S tais que Zsesl s = 25632 s. Segue que
> sesiAs, S = 0 ¢ uma dependéncia linear de vetores em S. U

Varios dos fatos que pudemos deduzir nessa se¢ao sobre espacos vetoriais finitos sobre GF(2)

serao provados em situacoes gerais mais a frente.

5.6. Propriedades de troca de conjuntos geradores. Descrevemos agora duas propriedades que

conjuntos geradores satisfazem.

Proposicao 5.6.1. Sejam V' um espago vetorial e A C V. Suponha que b € (Span A) \ A seja
um vetor ndo-nulo. Entdo existe a € A tal que (A\ {a}) U {b} gera Span A.

Prova. Escreva b como combinacao linear de elementos de A. Como b # 0, tal combinagao
linear é nao-trivial. Suponha que a € A ocorre nessa combinagao linear com coeficiente nao-nulo.
Entéo a € Span ((4\ {a})U{b}). Isso implica que (A\ {a}) U{b} gera Span A (exercicio). [

Na proposi¢do acima, nao temos “controle” sobre qual a é removido de A. A proposi¢ao a

seguir da certo controle sobre esse elemento.

Proposigao 5.6.2. Sejam V' um espaco vetorial e A C V. Suponha que A’ C A eb € (Span A)\ A
sao tais que A'U{b} € linearmente independente. Entao existe a € A\ A’ tal que (A\{a})U{b}
gera Span A.
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Prova. Escreva b como combinagao linear de elementos de A. Como A’ U {b} é linearmente
independente, algum a € A\ A’ ocorre nessa combinagdo linear com coeficiente nao-nulo (por
qué?). Segue que a € Span ((A\{a})U{b}), e a prova segue como na prova da Proposicao 5.6.1.

O

Podemos usar a Proposicao 5.6.2 para provar que um algoritmo guloso resolve o problema do
conjunto gerador de peso minimo. Neste problema, recebemos um conjunto X de vetores de
algum espago vetorial V. Recebemos também uma fungao w: X — R que atribui peso w(x)
a cada x € X. O objetivo é encontrar um subconjunto S de X de peso minimo tal que
Span S = Span X. Aqui, o peso w(S) de S é simplesmente ) g w(s).

O algoritmo GULOSO resolve esse problema.

Algorithm 5: GULOSO
Entrada: X C V finitoe w: X — R

Saida: S C X tal que Span S = Span X e w(S) é minimo

1 Sejam xi,...,X, 0s vetores em X em ordem nao-decrescente de peso: isto é,
w(xy) < - < wxn);

2 S« 0

3fori=1,...,ndo

4 if x; ¢ Span S then

5 | S Su{xik

6 end

7 end

8 return S

Teorema 5.6.3. O algoritmo GULOSO resolve o problema do conjunto gerador de peso minimo.

Prova. Seja S o conjunto devolvido por GULOSO. Um argumento simples mostra que Span S =
Span X (exercicio). Seja S* um conjunto gerador de Span X de peso minimo. Se S = S* entao
GULOsO funcionou corretamente. Suponha por contradigao que S # S* e seja i 0 menor indice
tal que x; € S* A S = (S*\ S)U(S\ S*). Dentre todas as possiveis escolhas de S*, escolha uma
que maximiza o valor de . Vamos derivar uma contradi¢ao construindo outra solucao S** com
tal indice ¢ maior.

Observemos inicialmente que S* é um conjunto linearmente independente (por qué?). Tam-
bém é verdade que S é um conjunto linearmente independente (exercicio). Sejam So; C S e
S%, C S* dados por

Sci={x;€8:j<1i} (57)

Sti={x; €85 j<i}. (58)
Pela definicao de 7, temos que S<; = S%,. Como S<; U {x;} = S%, U {x;} esta contido ou em S
ou em S* e tanto S como S* sdo linearmente independentes, segue que x; ¢ SpanS.;. Segue
que x; é adicionado a S na linha 5 de GULOSO. Deduzimos que x; ¢ S*. Aplicamos agora a
Proposicao 5.6.2, tomando A = §*, A" = S%,
hip6teses daquela proposigao sejam satisfeitas (exercicio). Segue que existe x; com k > i tal

e b = x;. Note que tal escolha faz com que as
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que, tomando S** = (S*\ {xx}) U {x;}, temos que (a) S** gera Span X e (b) w(S**) < w(S*).
Podemos concluir que S** é um conjunto gerador de Span X de peso minimo. Basta agora
observar que o menor indice dos elementos em S** A S é maior que ¢, e isso contradiz a escolha
de S*. O

Podemos especializar GULOSO para resolver o problema da floresta aresta-geradora de peso
minimo (mais conhecido como o problema da drvore geradora minima). Neste problema, rece-
bemos um grafo G = (V, E) e uma fungdo w: E — R que atribui peso w(e) a cada e € E. O
objetivo é encontrar um subconjunto F' de E de peso minimo tal que F' seja aresta-geradora
em G, isto é, tal que, para toda aresta e = {z,y} de G, hd um (z,y)-caminho em G que usa
somente arestas em F. Aqui, o peso w(F) de F' é simplesmente 3 w(f).

O algoritmo KRUSKAL, que é uma especializacao de GULOSO, resolve esse problema.

Algorithm 6: KRUSKAL
Entrada: G = (V, E) grafo e w: £ — R

Saida: ' C E tal que F é aresta-gerador e w(F') é minimo

1 Sejam eq,..., e, as arestas de G em ordem nao-decrescente de peso: isto é,
w(er) < - <wley);

2 F 0

3fori=1,...,mdo

4 if nao existe (x,y)-caminho em (V, F) onde e; = {x,y} then

5 ‘ F «+ FU{e};

6 end

7 end

8 return F;

Teorema 5.6.4. O algoritmo KRUSKAL resolve o problema da floresta aresta-geradora de peso

minimo.

Prova. Exercicio. O

Os algoritmos GULOSO e KRUSKAL sao versoes de GROW. Os algoritmos MESQUINHO e
KRUSKAL INVERTIDO 880 as versoes correspondentes a SHRINK. A prova da correcao de MES-
QUINHO ¢ KRUSKAL INVERTIDO fica como exercicio.
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Algorithm 7: MESQUINHO
Entrada: X C V finitoe w: X - R

Saida: S C X tal que Span S = Span X e w(S) é minimo

1 Sejam x1,...,X, 0s vetores em X em ordem nao-decrescente de peso: isto é,
w(x1) < - < w(x);

2 S+ X;

3 fori=mn,...,1do

4 if x; € Span(S \ {x;}) then

5| S+ S\ {xis

6 end

7 end

8 return S

Algorithm 8: KRUSKAL INVERTIDO
Entrada: G = (V, E) grafo e w: £ — R
Saida: F' C E tal que F' é aresta-gerador e w(F') é minimo

1 Sejam eq,..., e, as arestas de G em ordem nao-decrescente de peso: isto é,
w(er) < - <wl(ey);

2 F+ FE;

3 fori=m,...,1do

4 if existe (z,y)-caminho em (V,F \ {e;}) onde ¢; = {z,y} then

5| | FeF\{e}s

6 end

7 end

8 return I

§6. DIMENSAO

Em §5.5.2, vimos que hd uma nog¢ao bem definida de ‘dimensao’ no caso de espagos vetoriais
sobre GF(2) finitos: tais espacos vetoriais V' sao tais que todas as suas bases tem um mesmo
nimero de elementos, e denominamos esse nimero de dimensdo de V. Veremos agora que

podemos definir dimensao para espagos quaisquer.
6.1. Dimensao de espagos vetoriais. Comecamos com a seguinte proposicao.

Proposigao 6.1.1. Seja S um conjunto de vetores em um espago vetorial V. Suponha que T C
Span S seja um conjunto linearmente independente. Entao |T'| < |S|.

Prova. A prova é baseada na Proposi¢do 5.6.2 e pode ser formulada de forma algoritmica.
Considere o algoritmo MORPH. Verifique que MORPH de fato devolve S’ como especificado.
Como T' C S e |S'| = |S|, vale que |T| < |S]. O

Podemos deduzir do algoritmo MORPH usado na prova da Proposicao 6.1.1 o seguinte resul-

tado mais refinado.
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Algorithm 9: MORPH

Entrada: S C V e T' C Span S linearmente independente, onde V é um espaco vetorial
Saida: S’ C V tal que |S’| =|S|, T C S’ e Span S’ = Span S
1 Suponha T' = {vy,...,v¢};
2 8+ S; A+
3 fort=1,...,t do

/¥ AUu{v;} ={vi,...,v;} e assim AU{v;} é linearmente independente.
Ademais, vale que SpanS’ = Span§. */
4 if v; € S’ then
5 A+ AU {Vz‘};
6 continue;
7 end
/* Como v; € T\ S" C (SpanS)\ S' = (SpanS’) \ S’, segue da
Proposigio 5.6.2 que existe w € S'\ A como abaixo. x/
8 Seja w € S’ \ A tal que Span ((S"\ {w}) U{v;}) = Span 5’;
o | S e (S {wh U {vik;
10 A+ AU{v};

11 end
12 return S’;

Lema 6.1.2 (Lema de substituicao de Steinitz). Seja S um conjunto de vetores em um espago
vetorial V. Suponha que T' C Span S seja um conjunto finito linearmente independente. Entao
existe S1 C S tal que

(i) ITUS| =S|

(i) Span(T' U S1) = Span S.

Prova. Segue do algoritmo MORPH: a saida S’ de MORPH é da forma T'U S| onde S = Sy U Sy

e |So| = |T|. O algoritmo MORPH iterativamente substitui os elementos de Sy por elementos
de T U

Teorema 6.1.3. Seja V' um espago vetorial e suponha que

n =min{|S|: S C V tal que Span S =V} (59)
seja finito. Fize B C V. Quaisquer duas das afirmagoes abaizo implica a terceira:
(i) V = Span B;
(it) B ¢ linearmente independente;
(#i) |B| =n.

Prova. Fixemos inicialmente S C V tal que SpanS = V e |S| = n. Suponha que agora que
valham (7) e (). Vamos provar que (i) vale. Pela Proposicao 6.1.1, segue que |B| < |S| = n.
Pela defini¢do de n, como Span B = V, segue que |B| > n e portanto |B| = n. Suponha agora
que valem (i) e (7). Provemos que (ii) vale. Suponha que B nao seja linearmente independente.
Entéao, pela Proposigao 5.2.4, hd um vetor supérfluo v em B. Considere B’ = B\ {v}. Temos
que Span B’ = Span B = V. Entretanto, |B’| = |B| — 1 = n — 1, o que contradiz a defini¢do
de n. Essa contradigao prova que B é necessariamente linearmente independente, isto é, que (ii )
vale. Finalmente, suponha que (ii) e (iii) valham. Provemos que (i) também vale. Suponha
por contradigdo que Span B # V e seja v € V' \ Span B. Segue que B’ = BU {v} é linearmente
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independente. Lembre que fixamos S C V tal que Span S =V e |S| = n. Pela Proposicao 6.1.1,
temos que n + 1 = |B’| < |S| = n. Esta contradigdo mostra que Span B = V. O

Note que se (i) e (ii) valem, entdo B é uma base de V. Assim, o teorema acima implica
que toda base de V' tem n elementos, onde n é como definido em (59). Em particular, todas
as bases de V' tém o mesmo nimero de elementos. O teorema acima também diz duas outras
coisas: (1) se Span B =V e |B| = n, entdao B é uma base e (2) se B é linearmente independente

e |B| = n, entdao B é uma base de V.
Defini¢ao 6.1.4 (Dimensao de um espago vetorial; dim V). Seja V' um espago vetorial com
n =min{|S|: S C V tal que SpanS =V} (60)

finito. Definimos a dimensao dimV de V como sendo o inteiro n em (60). Se um espago

vetorial V' é tal que Span S # V para qualquer V finito, dizemos que V' tem dimensao infinita.
Devido ao Teorema 6.1.3, dim V' é também a cardinalidade comum das bases de V.
Proposigao 6.1.5. Seja D um conjunto finito. Entdo FP tem dimensao |D)|.

Prova. Seja B = {]l{d} € FP: d € D}. Como D é finito, temos que Span B = F”. Claramente,
os vetores em B sao linearmente independentes. Assim, B é uma base de FP, donde dimFP =

|B| = |D|. O
Proposigao 6.1.6. Sejam vy, ..., vy vetores em um espago vetorial V de dimensaon. Se N > n,
entdo vi,...,Vvy ndao podem ser linearmente independentes.

Prova. Seja B uma base de V, de forma que |B| = dimV = n. Se os vetores v; (1 <i < N)
fossem linearmente independentes, entdao a Proposicao 6.1.1 implicaria que N < n. Assim, os

v; (1 <i < N) nao sao linearmente independentes. O

6.2. Alguns fatos sobre dimensao. Os seguintes fatos sdo tuteis.

Proposigao 6.2.1. Seja V' um espaco vetorial sobre F e seja S C V um conjunto finito. Entao
existe T C S tal que T' € base de Span S. Em particular, dim Span S = |T| < |5].

Prova. Seja T C S com SpanT = Span S e minimal com essa propriedade (isto é, tal que
se " CTeT # T, entao SpanT’ # SpanS). A existéncia de tal T segue do fato que S é
finito. Entao T' é linearmente independente (exercicio). Assim, T' é base de Span S. O

A seguinte proposicao afirma que todo conjunto linearmente independente de vetores em um
espaco vetorial pode ser estendido a uma base do espaco. Em particular, todo espaco vetorial

tem uma base.

Proposicao 6.2.2. Seja V. C FP um espaco vetorial sobre F com D finito, e seja S C V um
conjunto linearmente independente. Entao existe uma base B de V com S C B.

Prova. Considere um conjunto B C V que contém .S linearmente independente e maximal com
essa propriedade (isto é, tal que se B C B’ e B # B’, entdo B’ nao é linearmente independente).
A existéncia de tal B segue do fato que D é finito: se tivéssemos uma sequéncia S = By C
By C By C ... de conjuntos linearmente independentes estritamente crescente, entao teriamos

um conjunto com mais de |D| vetores linearmente independentes em F”, mas isso é impossivel,
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pois quaisquer |D| deles formam uma base (Teorema 6.1.3). Confirmamos assim que B como
especificado existe. Afirmamos que B é uma base de V. Basta verificar que Span B = V.
Claramente Span B C V. Suponha que SpanB # V. Tome v € V \ Span B. Temos que
B’ = BU{v} C V é linearmente independente e B’ # B. Tal B’ contradiz a maximalidade
de B. Segue que Span B = V. O

Observacao. E facil verificar que qualquer B C V linearmente independente maximal é base
de V. Quando V tem dimensao finita, a existéncia de tal B é simples de provar (como vimos
acima). No caso em que V tem dimensao infinita, esse fato vale, mas a prova é mais sutil. A

conclusao é que todo espacgo vetorial tem uma base.

Proposigao 6.2.3. Seja U um subespaco vetorial de um espaco V. com V de dimensao finita.
Valem as sequintes afirmagoes:

(i) dimU < dim V.

(i) Se dimU =dimV, entio U = V.

Prova. Seja B uma base de U. Pela Proposigao 6.2.2, existe B’ base de V com B C B’.
Assim, dimU = |B| < |B’| = dimV. Se vale que dimU = dimV, temos que B = B’ e assim
U =Span B = Span B’ = V. O

6.3. Dimensao e o algoritmo GrROw. Considere o algoritmo GROW (Algoritmo 1) executado
com entrada V. Vimos que GROW, se ele termina, ele devolve S linearmente independente tal
que SpanS = V (Proposicoes 5.1.1(i) e 5.4.1). Isto é, GROW devolve uma base de V. Vamos
agora ver que GROW de fato termina usando o conceito de dimensao.

Proposicao 6.3.1. Suponha que GROW € executado com entrada V. C FP, onde D ¢ finito. Entdo

a linha 3 de GROW € executada no mdzimo |D| vezes. Em particular, GROW termina.

Prova. Sabemos que, ao longo da execugao de GROW, o conjunto S é linearmente independente

e que S cresce a cada execucao da linha 3. Basta agora aplicar a Proposigao 6.1.6. U

6.4. O posto de matrizes. Dado um conjunto S de vetores de um espago vetorial, o posto de S

FEXC o posto-linha de M é o posto do conjunto das

é dim Span S. Dada uma matriz M €
linhas de M, consideradas como vetores em FC. O posto-coluna de M é o posto do conjunto

das colunas de M, consideradas como vetores em F%.

Proposicao 6.4.1. Para toda matriz M € FEXC | seu posto-linha é menor ou igual ao seu posto-
coluna.

Prova. Seja B uma base do espaco das colunas Span{M,.: ¢ € C} de M. Suponha que o
posto-coluna de M seja r e suponha B = {by,...,b,}. Seja P = [by | --- | b,] € F*I"l| onde
[r] = {1,...,7}. Pelo fato de B ser base, existe Q € FI"'*C tal que

M = PQ. (61)

Note agora que (61) implica que as linhas de M pertencem ao espaco Span{Q;: i € [r]} C F¢
gerado pelas r linhas de Q. Assim, o posto-linha de M é no méximo dim Span{Q;.: i € [r]} < r.

Como r é o posto-coluna de M, obtivemos a desigualdade procurada. O

Coroldrio 6.4.2. Para toda matriz M € FR*C | seu posto-linha e seu posto-coluna coincidem.
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Prova. Basta aplicar a Proposicao 6.4.1 & matriz M e & matriz M . O
O posto de uma matriz M é o valor comum de seu posto-linha e seu posto-coluna.

6.5. Soma direta de subespagos vetoriais. Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V.
Quando U N W = {0}, definimos a soma direta U & W de U e W pondo

UsW={u+w:ueclUewec W} (62)
E facil verificar que U @ W é um subespaco vetorial de V (exercicio).

Proposigao 6.5.1. A unido de uma base de U e uma base de W € uma base de U & W. Em

particular, se U e W tém dimensdo finita, entdo
dmU & W = dimU + dim W. (63)

Prova. Sejam B’ e B” bases de U e W, respectivamente. Seja B = B'UB". E simples ver que B
gera U @ W. Vamos agora provar que B é linearmente independente. Para tanto, suponha que

uma combinacgao linear de elementos de B seja igual a O:
arby + -+ o, by + fib] + - + b = 0, (64)
onde os b} pertencem a B’, os b pertencem a B”, e 0s a; e f3; sdo escalares. Temos entdo
aib, + - +abl = —Bib! — ... — B,b. (65)

Entretanto, o lado esquerdo de (65) pertence a U, enquanto que o lado direito de (65) pertence
a W. Como UNW = {0}, deduzimos que ambos os lados de (65) sdo nulos. Da independéncia
linear de B’ e B”, segue que todos os «; e todos os 3; sao nulos. Concluimos que B ¢ linearmente
independente.

A identidade (63) segue imediatamente. O

Quando U & W =V, dizemos que U e W sao subespagos complementares de V.

Proposigao 6.5.2. Todo subespaco U de um espaco vetorial V admite um subespago complemen-

tar W em V.

Prova. Sejam U e V dados como no enunciado. Seja B’ uma base de U. Pela Proposicao 6.2.2,
existe uma base B de V que estende B’ (isto é, com B’ C B). Basta tomar W = Span(B \ B’)

(exercicio). O
6.6. Fungoes lineares e dimensao. Seja f: U — V uma funcao linear. Veremos agora que
dimU = dim Ker f + dim Im f. (66)

Proposigao 6.6.1. Sejam U e V' espacos vetoriais e seja f: U — V uma fungdo linear. FExiste
um subespaco U* de U tal que

(i) U=U"®Kerf e
(i) a fungdo f*: U* — Im f dada por f*(u) = f(u) para todo u € U* € bijetora.

Prova. Seja B’ uma base de Im f C V (lembre que im f é um espaco vetorial). Suponha que
B’ = {bl,...,bl.} (o argumento abaixo mostra que B’ é finito (exercicio)). Escolha by,...,b, €
U tais que f(b;) = b} para todo i. Seja B = {b1,...,b,} e seja U* = Span B.
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Vamos mostrar que B é linearmente independente. Suponha que ), a;b; = 0. Entao
S b =3 aif(b;) = f(3; ab;) = 0. Lembrando que os b} sdo linearmente independentes,
obtemos que todos os «; sao nulos. Concluimos que os b; sdo linearmente independentes, e
portanto formam uma base de U*.

Suponha agora que u = ) . o;b; é tal que f(u) = 0. O argumento acima mostra que todos
os «; s@o nulos e portanto u = 0 (exercicio). Segue que U* N Ker f = {0} e portanto podemos
considerar a soma direta U’ = U* @ Ker f C U. Vamos mostrar agora que U’ = U. Fixeu € U.
Seja v.= f(u) € Im f. Escrevendo v na base B’, é ficil ver que existe u* € U* tal que
f@*) =v=f(u). Sejak=u—u*entdiok e Kerf eu=u*+k e U@ Kerf = U’ Isto
prova que U C U’ e portanto U = U’, isto é, provamos que (i) vale.

A verificagao de (4i) fica como exercicio. O

Corolario 6.6.2. Para qualquer funcdo linear f: U — V com U de dimensao finita, vale a
relagdo (66).

Prova. Se dois espagos vetoriais A e B sao tais que existe uma funcao linear bijetora f: A — B,
entdo A e B tem a mesma dimensao (exercicio). Assim, os espagos U* e Im f da Proposigao 6.6.1

tem a mesma dimensdo. Basta agora lembrar (63) e usar (i) da Proposi¢ao 6.6.1. O

Proposigao 6.6.3. Seja f: U — V uma funcdo linear injetora entre espacos de dimensao finita.
Entao
(i) dimU < dimV e

(ii) se dimU = dimV, entdo f € sobrejetora e portanto bijetora.

Prova. Seja B uma base de U. E facil ver que a colegao de vetores f(b) com b € B é linearmente
independente (exercicio). Segue que (¢) vale. Para (7 ), basta aplicar a Proposicao 6.2.3(ii) ao
subespago Im f de V, observando que, por (66), temos que dimIm f = dim U pois supomos f
injetora (exercicio). O

De fato, a Proposicao 6.6.3(ii) acima é apenas umas das trés implica¢oes no teorema abaixo.

Teorema 6.6.4. Seja f: U — V uma funcdo linear entre espacos de dimensao finita. Quaisquer
duas das trés afirmagoes abaizo implica a terceira:
(i) f € injetora;
(ii) f € sobrejetora;
(#i) dimU = dim V.

Prova. Exercicio (use (66)). O

Note que o Teorema 6.6.4 d& critérios necessarios e suficientes para f ser inversivel, pois f
¢ inversivel se e s6 se valem (i) e (i1). Por exemplo, deduzimos daquele teorema que se f
é inversivel, entao necessariamente dimU = dim W (note que isso nao é dificil de se provar
diretamente e isso ja foi citado na prova do Corolario 6.6.2). Ademais, se f ¢é injetora ou

sobrejetora e, além disso, dim U = dim V/, entao f é inversivel.

6.7. Matrizes e dimensao. Seja A € FF*C uma matriz e seja f4: F¢ — FE tal que fa(v) = Av
para todo v € FC. Temos que

dimF® = dim Ker f4 + dim Im f,. (67)
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J& sabemos que dimF¢ = |C|. Ademais, Im fa = {Av: v € F¢} coincide com o espago das
colunas Span{A,.: ¢ € C} de A, e portanto dimIm f4 é o posto de A. Temos também que
Ker f4 = Null A. Definimos a nulidade nuli A de A como sendo dimNull A = dim Ker f4.
Assim, temos

|C| = nuli A 4 posto A. (68)

Teorema 6.7.1. Seja A € FEXC uma matriz. Quaisquer duas das trés afirmacées abaizo implica

a terceira:

(i) nuliA =0;
(i) posto A = |R|;
(i) |C| = |R].

Ademais, A € inversivel se e s se valem quaisquer duas das afirmacdes acima.

Prova. Exercicio. O

6.8. O aniquilador. Seja V' C F" um espaco vetorial. O aniquilador de V é
Ve={ueF": u-v=0paratodoveV}. (69)

E fécil ver que V° é um espacgo vetorial. De fato, V° é o espago nulo de uma certa matriz.
Suponha que a; ...,a, € F" formem uma base de V. Seja A a matriz cujas linhas sdo os vetores
linha a] (1 <i<r):

A= || er (70)

T

a,

Aqui estamos transpondo os vetores a; € F™ pois estamos pensando neles como vetores coluna
(veja §4.6).

Proposigao 6.8.1. Tem-se que V° = Null A.

Prova. Isso é imediato, dado que V = Span{ai,...,a,} e a/ u = u - a; (complete os detalhes).

U
O seguinte fato segue de (68).

Teorema 6.8.2. Seja V C F™ um espago vetorial. Entao

dimV 4+ dimV° = n. (71)
Prova. Como acima, seja {a;,...,a,} uma base de V, e seja A a matriz em (70). Note que
dimV = r = postoA. Ademais, dimV° = dimNullA = nuli A, donde vemos que (71) é
equivalente a (68), e o resultado segue. O

Seja V C F" um espaco vetorial. E facil ver que V C (V°)° (exercicio).
Teorema 6.8.3. Seja V' C F" um espago vetorial. Entao V = (V°)°.

Prova. J& observamos que
vV c (Vo). (72)
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Para provarmos que esses dois espagos coincidem, usamos um argumento de dimensao. Apli-
cando (71) a V e a V°, obtemos

dimV 4+dimV° =n (73)
e
dim V° + dim(V°)° = n. (74)
Claramente, segue de (73) e (74) que
dimV = dim(V°)°. (75)
Lembrando (ii) da Proposigao 6.2.3, o resultado segue de (72) e (75). O

6.9. Representagoes de espagos vetoriais. Seja V C FP um espaco vetorial sobre F. Podemos
representar V' como Span B, onde B é uma base de V. H4 outra forma de se representar V: ha
necessariamente uma matriz A € FE*P tal que V = Null A. Vamos discutir como obter A a
partir de B e vice-versa.

Nossa discussao nessa secao serd parcial, no sentido que vamos supor que temos acesso a um
algoritmo, Algoritmo X, tal que, dado um espaco vetorial V através de um conjunto gerador B
(isto é, tal que V = Span B), devolve uma base para seu aniquilador V°.

Algorithm 10: ALGORITMO X

Entrada: Vetores by,...,b, € FP tais que V = Span{by,..., b,}
Saida: Uma base ay, ..., a, do aniquilador V° C FP

6.9.1. De bases para espagos nulos. Suponha que V = Span{b;,...,bs}. Suponha que, alimen-
tando os b; ao Algoritmo X, obtemos ai,...,a,, que formam um base de V°. Monte a matriz
A € FEXD cyja i-ésima linha é a; (aqui, R = {1,...,7}). Pela Proposicdo 6.8.1, temos que
(V°)° = Null A. Entretanto, pelo Teorema 6.8.3, temos que (V°)° = V e assim V = Null A.

Convertemos assim a representagdo V = Span{by, ..., b} para a representacao V = Null A.

6.9.2. De espacos nulos para bases. Suponha agora que V = Null A para uma matriz A € FEXP,

Sejam a; (i € R) as linhas de A. Seja U = Span{ay,...,a,}. Alimentando esses a; (i € R) ao
Algoritmo X, obtemos vetores by, ..., b, que formam uma base de U°. Pela Proposicao 6.8.1,

U° =NullA =V. Assim, os by, ..., bs formam uma base de V, como queriamos.

Observagdo. Para implementar o Algoritmo X, o que faremos mais a frente é, de fato, resolver o
problema “encontrar uma base para Null A” (o problema discutido em §6.9.2) usando eliminagao

gaussiana.
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